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Аннотация. В работе исследована асимптотика решений сингулярно возмущенных 

дифференциальных уравнений. Нули собственных значений матрицы лежат в 

действительной оси. Переходя к комплексной плоскости определим отрицательную область, 

в которой проводится исследование. Линии уровня полностью покрывают эту область. Одна 

из линий уровня разделяет область на четыре части. В каждой из этих частей области 

выбираем пути интегрирования. Пути интегрирования должны быть убывающими от 

начальной до последней точки. Проводя вычисления по выбранному пути интегрирования 

получим асимптотические оценки решений сингулярно возмущенных дифференциальных 

уравнений. 

 

Abstract. The work examines the asymptotics of solutions to singularly perturbed differential 

equations. The zeros of the matrix eigenvalues lie on the real axis. Moving on to the complex plane, 

we define the negative region in which the research is carried out. Level lines completely cover this 

area. One of the level lines divides the area into four parts. In each of these parts of the region we 

choose integration paths. The integration paths should be as decreasing from the starting point to the 

last point. Carrying out calculations along the chosen integration path, we obtain asymptotic 

estimates for solutions of singularly perturbed differential equations. 

 

Ключевые слова: сингулярное возмущение, начальная точка, линии уровня, затягивания 
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В работе рассматривается случай, когда нули собственных значений матрицы D(t) лежат 

в действительной оси. Случай, когда нули собственных значений лежат в комплексной 

плоскости рассматривались в работах [1–2, 4–6] и доказано что выполняется явление 

затягивания потери устойчивости решений сингулярно возмущенных дифференциальных 

уравнений [5]. Цель исследования: доказать асимптотическую близость решений сингулярно 

возмущенных дифференциальных уравнений и соответствующих невозмущенных 

уравнений, в случае смены устойчивости на основе конкретного примера. 
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Материалы и методы исследования 

Рассмотрим задачу 
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, где 1)(  tt ,  ),(),,(),( 21  txtxcolontx   - 

искомая неизвестная функция.
 

Для решения правой части поставленной задачи (1) требуется выполнение следующих 

условий: 

U1. )
~

(),( HQxtf   - пространство аналитических функций в области H
~

, 0)0,( tf , 

xxMxtfxtf
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U2. 01)(  tt , 10  t ; 0)1(  ; 01)(  tt , 21  t . 

Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть выполнены условия U1-U2. Тогда  2,0t  решение задачи (1)-(2) 

существует, единственно и для него справедлива оценка 
 

 Ctx ),(  (3) 

 

где constC  . 

Доказательство. Задачу (1)-(2) заменим интегральным уравнением 
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Для доказательства существования решения уравнения (4) применим метод 

последовательных приближений. 

Последовательные приближения определим следующим образом: 
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где  ),(),,(),( 21  txtxcolontx nnn  , Nn . 
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Справедливы оценки: 
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рассматривать замкнутую область   0),(:; 21210  ttuttH  (Рисунок 1). 

 
 

Рисунок 1. Область 0H . 
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Для того, чтобы последовательные приближения были ограниченными величинами, 

необходимо выполнение, условия 0),(),( 2121  uttu  то есть путь интегрирования должен 

быть таким как убывающим от начальной точки до последней точки. Таким образом, путь 

интегрирования будем выбирать так, чтобы имело место неравенство  
 

),(),( 2121 uttu   (6) 
 

от начальной точки до конечной точки  21, tt . Это есть главное требование на выбор 

пути интегрирования для последовательных приближений. Для всех последовательных 

приближений путь интегрирования будет неизменным. 

Пусть ),( 21 ttu    22 2

21

2

1  ttt  где   — действительное число. Если 0 , то 

гиперболы будут расположены правее от особой критической линии 0),( 21 ttu . Если 

01   , то гиперболы будут расположены левее от особой критической линии 0),( 21 ttu . 

Если 1  то гиперболы вырождаются на прямые  112  tt . Если 1 , то гиперболы 

будет расположен верх (вниз) между двух прямых  112  tt  (Рисунок 2). 
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Рисунок 2. Расположения линий уровня в области 0H . 

 

Для любой гиперболы ),( 21 ttu  прямой 112  tt  или 112  tt  является 

асимптотой.  

Для нас особый интерес представляют поведения решение на отрезке 21 1  t . 

Пусть область H  множество точек  21, tt  ограничившим с левой стороны полу 
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    0,:, 221212  tиHttttH . Справедливо:  2,121 HH ; 1H , 2H  — симметрично 
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Запишем в виде 
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1). Будем оценивать величины 
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Таким образом, получена оценка 
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Остается вычислить интеграл 





d

uttu

l








 

3

),(),(
exp 2121 . 

Здесь 

  11222213 2,:, tttl   , 

       111

2

1

2

12121 111
2

1
),(),( tttuttu   . 

Получен следующий интеграл 

 
  

  






 











3 3

1
111

2121

1
exp,(),(

1
exp

l l

d
tt

duttu 






. 



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 10. №1. 2024 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/98 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 19 
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Для первого приближения ),(11 tx  справедлива оценка )(),(11  Otx   при 
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Аналогично оценка (8) верна для ),(21 tx . 
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Таким образом, оценка (8) имеет место для всех точек замкнутой области 1H . 
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Далее, имеет место оценка 
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Из (8)-(10) при условии 1C  следует, что последовательность функций ),( txn  в 

области H  равномерно сходится к некоторой функции )(),( HQtx  , которая является 

решением (4). Единственность решения обеспечивается условием 1U . Теорема доказано. 

 

Результаты и обсуждения 

Линии уровня 1),( 21 ttu  делят область 0H  на четыре части. Три из них 

соответствуют устойчивому интервалу собственных значений. Используя условия 

устойчивости, получить оценку решений задач (1)-(2) на этих трех областях, не является 

сложным. Особый интерес вызывает неустойчивый отрезок  2,1 . Поэтому решения задач (1)-

(2) оценим в области H , которой обхватывает отрезок  2,1 . Выбираем пути интегрирования, 

учитывая условие (6), в итоге получим оценку решения задач (1)-(2). 

 

Выводы 

Случай, когда нули собственных значений лежат в действительной оси раньше не 

рассматривался. Потому что, не выполняется явление затягивание потери устойчивости [3]. 

Оказалось, что существует убывающие пути интегрирования, и переход к неустойчивому 

интервалу осуществляется бесконечно удаленной точке. Здесь используем понятие 

проективной геометрии о параллельных прямых. 
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