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Аннотация. Интегральные уравнения, основной раздел математики, широко 

используются в физике, технике, механике, теории управления и других областях. Связанные 

с применением интегральных уравнений, развиваются новые области, такие как 

экономические науки, некоторые разделы биологии и т. д. Теория интегральных уравнений в 

основном развивалась в конце девятнадцатого — начале двадцатого века, начиная с Вито 

Вольтерры (1982, 1986), Эрика Ивара Фредгольма (2010), Давида Гильберта, Эрхарда 

Шмидта и т. д. ее начали изучать ученые. Тем не менее, в рамках математических концепций, 

существовавших до первой половины двадцатого века, такие задачи считались 

некорректными из-за того, что небольшое изменение заданных функций приводило к 

большему изменению искомых функций. Уравнение Вольтерра первого рода — это 

интегральное уравнение, которое имеет точное решение только в некоторых случаях. Предел 

интеграции был проведен в очень небольших количествах по неклассическим линейным и 

нелинейным интегральным уравнениям с переменными пределами и построение решений в 

этих работах основано на численных методах. Поэтому для так называемых неклассических 

интегральных уравнений Вольтерра актуальным является определение условий, 

обеспечивающих единственность и регуляризацию их решений. В рассматриваемой работе 

разрешено решение единственности неклассического нелинейного интегрального уравнения 

Вольтерра первого рода. Целью исследования является решение неклассического 

интегрального уравнения Вольтерра первого рода, то есть определение условий, 

обеспечивающих единственность решения нелинейного неклассического интегрального 

уравнения Вольтерра первого рода. Предложенные методы можно использовать для 

исследования интегральных, интегро-дифференциальных уравнений типа интегрального 

уравнения Вольтерра первого рода, а также при качественном исследовании некоторых 

прикладных процессов в области физики, экологии, медицины, геофизики, теории 

управления сложными системами.  

 

Abstract. Integral equations, the main branch of mathematics, are widely used in physics, 

engineering, mechanics, control theory and other fields. Related to the application of integral 

equations, new fields are developing, such as economics, some sections of biology, etc. The theory 

of integral equations mainly developed in the late nineteenth-early twentieth century, starting with 
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Vito Volterra (1982, 1986), Eric Ivar Fredholm (2010), David Hilbert, Erhard Schmidt, etc. 

scientists began to study it. Nevertheless, within the framework of mathematical concepts that 

existed before the first half of the twentieth century, such problems were considered incorrect 

because a small change in the given functions led to a greater change in the desired functions. The 

Volterra equation of the first kind is an integral equation that has an exact solution only in some 

cases. The limit of integration has been carried out in very small quantities on non-classical linear 

and nonlinear integral equations with variable limits and the construction of solutions in these 

works is based on numerical methods. Therefore, for the so-called non-classical Volterra integral 

equations, it is relevant to determine the conditions that ensure the uniqueness and regularization of 

their solutions. In this paper, the uniqueness of the solution of the non-classical nonlinear integral 

Volterra equation of the first kind is resolved. The aim of the study is to solve the non-classical 

Volterra integral equation of the first kind, that is, to determine the conditions that ensure the 

uniqueness of the solution of the nonlinear non-classical Volterra integral equation of the first kind. 

The proposed methods can be used for the study of integral, integral-differential equations such as 

the Volterra integral equation of the first kind, as well as for the qualitative study of some applied 

processes in physics, ecology, medicine, geophysics, and the theory of control of complex systems. 

 

Ключевые слова: интегральные уравнения, искомая функция, единственность, 

переменные. 

 

Keywords: integral equations, desired function, uniqueness, variables. 

 

Теоретическая часть интегральных уравнений изучалась и исследовалась во многих 

различных работах. В частности, в работе [1] рассмотрен о полилинейных уравнениях 

Вольтерра 1 рода. В работе [2, 3] изучаются «О единственности решения операторных 

уравнений Вольтерра» и «Регуляризация и единственность решений уравнений Вольтерра 

первого рода».  

В работах [4–10] исследованы об решение интегральных уравнений Вольтерра первого 

рода. В работах [11–14] построен регуляризирующий оператор для решения неклассического 

интегрального уравнения с условиями Липшица и доказаны теоремы единственности. 

В данной работе представлено решение неклассического нелинейного линейного 

интегрального уравнения Вольтерра первого рода.  
 

Постановка задачи 

Рассмотрим  
 

 =

t
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tfdssustK
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Решение: 

Пусть ))(,,()(),())(,,( 10 sustKsustKsustK +=  

Тогда уравнение (1) можно представить  
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Наряду с уравнением (2) рассмотрим 
 

)()()),(,,(),(),(),( 0

)(

1

)(

0 tutfdssvstKdssvstKtv

t

t

t

t




+=++  ; ],[ 0 Ttt  
(3) 

 

10   некоторый малый параметр. Его решение будем искать в виде 
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где 𝑢(𝑡)– решение уравнения (2), а  𝜉(𝑡, 𝜀)– неизвестная функция.  

Подставив решение (4) в уравнение (3) и выполнив ряд преобразований [11–14], 

получим следующее уравнение: 
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Далее нам понадобится следующие леммы доказанная в [11-14]. 

Лемма 1. Если выполняются условия 10–20, тогда для функции ),,(0 tH  определенной 

по формуле (8) имеет место 
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Лемма 2. Пусть 
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Доказательство. Если переходить к оценке в (11), (12) и (13) соответственно с учетом 

условий леммы, получаем требуемые  оценки. 

−+=
−

−

)),()(,,(
1

)),,(),(,,( 1

),(
1

0
)(1
0




 




utKeutN

t

dK

 

+−+− −− ))(,),(())(,,()),()(,),(( 1

11

1

1  uKutKuK  

),(),(sup),())((
1 11

1
0

1

1

))(( 1





 −−



−
−−

−
−

e
т

L
LvetLe mv

v

t
m

. 

+−
−−

),()(
1

)),,(),(,,( 1

)(

1 





 tLeutN
t

m

 



=−=

=−=
=−+

−

−

−



−










 

 dK

dK

dK

t

s

t

s
t

s

evdsdu

dsessKdvstu
dsstLessK

),(
1

),(
1

0

1

)(
),(

1

02

0

01

0

,

,),(
1

,
),()(),(

1

+−+

−
− −

=

=

−
−



)( ),(
1

1

)(

1

),(
1

0

1

1
010 1

)(
1

][sup













dseLLestve

m

L dK
s

s

dK
mv

v

t

s

t

s  














+






 −
+

−
+ 

−
− −−−−−−

−−

),(
)(

)(
)(

1
)())((

1

12

1

1

1
1



















 dse
L

e
t

e
t

L
m

eL st
m

t
m

t
m

 

),()12(),()()(sup2 1
1

1
)())((

1

0
12

1

1

1










 ++








−++ −

−
−−−−

−



− −

e
m

e

m

L
ee

m

L
veL

m

eL t
m

t
m

mv

v

; 



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 9. №12. 2023 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/97 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 35 

 




+−


 
−− t dKdK

tt

essKtLeutN
















),(
1

021

),(
1

2

00

),(
1

),()(
1

)),,(),(,,(

 

=

=−=

=−=
−

−

−








dK

dK

t

s

t

s

evdsdu

dsessKdvstu
dsstL

),(
1

),(
1

0

1

0

0

,

,),(
1

,
),()(  

+−+−=
=

=

−−
ts

s

dKdK

stLetLe

t

s

t







 





 ),()(

1
),()(

1
1

),(
1

1

),(
1

00

 

),(),(
1 1

)(
1

),(
1

1

0
















m

L
dse

L
dseL

t
st

mt
dK

t

s + 
−−−

. 

И так сформулируем основные результаты. 

Теорема. Пусть выполняются условия 10–40 и 1
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Тогда: 1) Если уравнение (1) имеет решение )(tu  в пространстве ],[ 0 TtC ,
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Доказательство. В силу лемм 1–4 из (7) имеем: 

+++  




dtHdtHdtHt

t

t

t

t

t

t

),(),,(),(),,(),(),,(),(
)(

2

)(

1

)(

0

00

 

+++ 
)(

1

)(

0

00

)),,(),(,,()),,(),(,,(

t

t

t

t

dutNdutN



  

),()),,(),(,,(
)(

2 


tUdutN

t

t

++  ; ],[ 0 Ttt ; 



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 9. №12. 2023 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/97 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 36 

 

++++ 
− 



d
m

L
e

m

L
t

t

t

С
),(])12([),(),(

)(

010
0

0

 

),(),(])12([ 11
1)(

1

1

1

0




tUd
m

L
e

m

e

m

L

m

eL
t

t

++++++ −
−−

  ],[ 0 Ttt ; 
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Применяя к этому неравенству неравенство Гронулла-Бельмана, мы получаем 

следующее неравенство: 
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Из этого следует (23) на основе леммы 3. Теорема доказана. 

 

Заключение 

Поставленная задача полностью разрешена, т. е. решение неклассического нелинейного 

интегрального уравнения является единственным и построен оператор регуляризации. 
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