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Аннотация. В статье построена асимптотика решения задачи Коши для нелинейного 

автономного обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка, который 

является простой математической моделью с внутренним слоем. Для всех теоретических 

вычислений приведены доказательные вычисления в системе Maple. 

 

Abstract. In the article, the asymptotics of the solution of the Cauchy problem for a nonlinear 

autonomous ordinary differential equation of the first order, which is a simple mathematical model 

with an inner layer, is constructed. For all theoretical calculations, evidence-based calculations in 

the Maple system are given. 
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Рассмотрим задачу Коши 
 

𝑦′(𝑡) = 𝑦( 𝑡)(1 − 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ (0,∞), (1) 
 

𝑦(0) = 𝜀, (2) 
 

где 0< — малый параметр [1–9]. 

Правую часть уравнения (1) обозначим через F(y), т. е. F(y)=y(1−y). Уравнение (1) имеет 

две точки равновесия (стационарные точки): 
 

y(1−y)=0  y1=0 или  у2=1. 
 

Определим тип этих точек равновесия: 

F'(y)=(y−y
2
)'=1−2y  
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F '(y1)=1−0=1>0;  F '(y2)=1−2=−1<0. 
 

Отсюда следует, что точка y1=0 – неустойчивое положение точки покоя, так как F '(y1) 

>0; а точка y2=1 — устойчивое положение точки покоя, так как F '(y2)<0.  

Построим график функций F(y). В двух точках покоя производная искомой функций 

равна нулю.  

 

 
 

Если y(–;0)(1;+), то y'(t)<0; а если y(0;1), то y'(t)>0. 

В системе Maple построим точное решение задачи Коши, а также ее график.  

Для этого в системе Maple по следующему маршруту откроем окно ODE Analyzer 

Assistant: Maple/Tools/Assistants/ODE Analyzer… 

Вводим уравнение: diff(y(t),t)=y(t)*(1−y(t)); вводим начальное условие: у(0)=. 

В результате получим точное решение: 𝑦(𝑡) =
𝜀

𝑒−𝑡+𝜀−𝑒−𝑡𝜀
. 

Вводя конкретные значения для малого параметра построим график выше полученного 

точного решения: 

 

 
 

График точного решения при =0,001 
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В графике можно заметить скачок, т. е. резкое изменение решения задачи Коши [1–9]. 

Для определения точки скачка решения запишем точное решение в виде: 

 

𝑦(𝑡) =
𝜀

𝑒−𝑡+𝜀−𝑒−𝑡𝜀
=

𝜀𝑒𝑡

1+𝜀(𝑒𝑡−1)
. 

 

Если 0 ≤ 𝜀(𝑒𝑡 − 1) = 𝑞 <1 или 0 ≤ 𝑡 < 𝑙𝑛( 1 + 𝜀−1), то для решения задачи Коши (1)–

(2) получим следующее разложение: 

 

𝑦(𝑡) =
𝜀𝑒𝑡

1+𝑞
= 𝜀𝑒𝑡(1 − 𝑞 + 𝑞2 − 𝑞3+. . . +(−𝑞)𝑛+. . . )  

Точнее 

 

𝑦(𝑡) =
𝜀𝑒𝑡

1+𝜀(𝑒𝑡−1)
= 𝜀𝑒𝑡(1 − 𝜀(𝑒𝑡 − 1) + 𝜀2(𝑒𝑡 − 1)2−. . . +(−𝜀)𝑛(𝑒𝑡 − 1)𝑛+. . . ). 

 

А если 𝑙𝑛( 1 + 𝜀−1) < 𝑡, то решение y(t) можно записать в виде: 

𝑦(𝑡) =
𝜀

𝑒−𝑡+𝜀−𝑒−𝑡𝜀
=

𝜀𝑒𝑡

1+𝜀𝑒𝑡−𝜀
=

1

1+
1−𝜀

𝜀𝑒𝑡

. 

 

𝑙𝑛( 1 + 𝜀−1) < 𝑡 ⇒1 + 𝜀−1 < 𝑒𝑡 ⇒ 1 + 𝜀 < 𝜀𝑒𝑡 ⇒
1+𝜀

𝜀𝑒𝑡
< 1. 

 

Отсюда следует следующее неравенство:  

 
1−𝜀

𝜀𝑒𝑡
<

1+𝜀

𝜀𝑒𝑡
< 1 ⇒

1−𝜀

𝜀𝑒𝑡
< 1. 

 

Окончательно, при 𝑙𝑛( 1 + 𝜀−1) < 𝑡 имеем:  

 

𝑦(𝑡) =
1

1 +
1 − 𝜀
𝜀𝑒𝑡

= 1 −
1 − 𝜀

𝜀𝑒𝑡
+ (

1 − 𝜀

𝜀𝑒𝑡
)
2

−. . . +(−1)𝑛 (
1 − 𝜀

𝜀𝑒𝑡
)
𝑛

+. .. 

 

Таким образом нами доказана следующая теорема. Теорема. Решение задачи Коши (1)–

(2) в точке 𝑡 = 𝑙 𝑛 (1 +
1

𝜀
) имеет скачок и для этого решения справедливо асимптотическое 

разложение: 

 

𝑦( 𝑡) = {
𝑦1(𝑡),0 ≤ 𝑡 < 𝑙 𝑛( 1 + 𝜀−1),

𝑦2(𝑡), 𝑙 𝑛( 1 + 𝜀−1) < 𝑡,
 

 

где 

 

𝑦1(𝑡) = 𝜀𝑒𝑡(1 − 𝜀(𝑒𝑡 − 1) + 𝜀2(𝑒𝑡 − 1)2−. . . +(−𝜀)𝑛(𝑒𝑡 − 1)𝑛+. . . ), 

𝑦2(𝑡) = 1 −
1 − 𝜀

𝜀𝑒𝑡
+ (

1 − 𝜀

𝜀𝑒𝑡
)
2

−. . . +(−1)𝑛 (
1 − 𝜀

𝜀𝑒𝑡
)
𝑛

+. .. 
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На основе теории обыкновенных дифференциальных уравнений решение задачи Коши 

(1)–(2) непрерывна при 0<t. Поэтому решение y(t) непрерывно изменяется на всем 

рассматриваемом промежутке, в точке резкого изменения (скачка) 𝑡 = 𝑙 𝑛 (1 +
1

𝜀
)  значение 

решения равна 𝑦 =
1+𝜀

2
.  

Следствие. Справедливы предельные равенства: 

𝑙𝑖𝑚
𝜀→0

𝑦1(𝑡) = 0, 𝑙𝑖𝑚
𝜀→0

𝑦2(𝑡) = 1. 
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