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Аннотация. Сформулирована задача размещения с верхними ограничениями на объем 

производства и переработки продукции. Приведен способ решения задачи, когда функции, 

определяющие производственные затраты и затраты на переработку линейны. Для 

иллюстрации способа решения приведен и решен числовой пример. 

 

Abstract. The problem of placement with upper restrictions on the volume of production and 

processing of products is formulated. A method for solving the problem is given when the functions 

that determine production costs and processing costs are linear. To illustrate the solution method, 

a numerical example is given and solved. 

 

Ключевые слова: моделирование процесса, экономико-математические методы и 

модели, предприятие, размещение производства. 
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Постановка задачи и математическая модель. Пусть имеется m пунктов производства 

однородной продукции iA , c ограничением на объем производства .,...,2,1, miax ii 

Произведенная в этих пунктов продукция доставляется на n предприятий njB j ,...2,1,  , 

произведенной компании, где часть продукции в объеме 0jb  не перерабатывается 

предприятием оставляется для своей нужды, а часть продукции в объеме 00 jy

перерабатывается. 

Объем перерабатываемой продукции njy j ,...,2,1,0  на каждом предприятии jB

ограничен ее максимальной возможностью по переработке jQ , т.е. .,...,2,1,0 0 njQy jj  . 

Предполагается также известным величина 0b — объем перерабатываемой продукции всеми 
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предприятиями. 

Для каждого пункта производства miAi ,...,2,1,   известна функция )( ii x

определяющая зависимость стоимости производимой продукции от объема производства ix , 

а для каждого предприятия njB j ,...,2,1,   задана функция )( 0jj y , которая определяет 

затраты на переработку продукции .,...,2,1,0 njy j  .Известна также матрица транспортных 

расходов .
,nmijc Требуется определить объемы производства ,,...,2,1,0 mixi  переработки 

,,...,2,1,0 njy j  и перевозки njmixij ,...2,1,,...2,1,0   минимизирующие суммарные 

затраты, т.е. требуется найти минимум. 
 

  
   


m

i

n

j

m

i

n

j

jjiiijij yxxcyxL
1 1 1 1

0 )()(),(   
(1) 

при условиях 
 





n

j

iiij miaxx
1

,...2,1,  
(2) 

 





m

i

jjij njybx
1

0 ,,...,2,1,  
(3) 

 





n

j

j by
1

00 ,  
(4) 

 

njQy jj ,...,2,1,0 0   (5) 

 

,,...,2,1,,...2,1,0,0 njmixx iji   (6) 

где ,
,nmijxx     

1,0 njyy   

Предполагается , что выполняется условия  
 


n

j

m

i

ij abb
1 1

0 ,  





n

j

jQb
1

0 .  
(7) 

Рассмотрим задачу (1)-(6) в случае ,когда функции  )( ii x  и )( 0jj y — линейные, т.е. 

,)( iiii xcx     ,,...,2,1,,0 miax ii  ,)( 000 jjjj ycy    .,...,2,1,,00 njQy jj   Исключим из 

целевой функции (1) и ограничений (2) переменные .,...,2,1, mixi  ,. После этого задачу (1)-

(6) запишем в виде: 

найти минимум 


 


m

i

n

j

jjijiij ycxccyxL
1 1

00)(),(  
(8) 

 

при условиях: 





n

j

iij miax
1

,,...,2,1,  
(9) 
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



m

i

jjjjij njbQybx
1

0 ,,...,2,1,  
(10) 

 





n

j

j by
1

00 ,  
(11) 

 

,,...,2,1,,...,2,1,0 ninjxij   (12) 

 

njy j ,...,2,1,00   (13) 

 

Для решения экстремальной задачи (8)-(13) используем метод, изложенного в работе [1, 

2]. Преобразуем задачу (8-13). Введем дополнительные переменные ,,...,2,1,01 mixin   и 

,,...,2,1,01 njx jm  обращаем неравенство(9), (10) в равенства. Определяем 




m

i

inx
1

1
 и 





n

j

jmx
1

1 . 

Они соответственно принимают значения: 
 

  
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где njbQQ jjj ,..,2,1,  . 

После этого задачу можно представить в виде транспортной Таблицы 1, где 

коэффициенты при переменных mixin ,..,2,1,01   и  ,,..2,1,01 njx jm   соответственно 

полагаются равны нулю ,т.е. ,,...,2,1,01 micin   ,,..,2,1,01 njc jm   

Таблица 1 
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2a  21c  22c  

.. 
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M  0 … 12 nx  

…… …. … .. ….. …. ….. 

 

1mc
 2mc

 

.. 
mnc

 

M  0 … 1mnx  

11 bQ   

0 …  M  

.. M  

10c … 10y  M  

22 bQ   

M  0 … 12 nx  .. M  

20c … 20y  M  

….. ….. ….. .. …… …. ……… 

nn bQ   

M  M  

.. 0 … 12 nx  0nc  … 10y  M  

 

где M  — достаточно большое положительное число(запрещающий тариф). 

Пример. Для демонстрации способа решения задачи приведем небольшой пример 

тремя пунктами производства ( 3m ) и четырьмя пунктами переработки ( 4n ). 

Имеется: три пункта производства однородной продукции 3,2,1, iAi  с максимальным 

объемом производства продукции ,3,2,1,0  iax ii т.е 1000,1500,1500 32  xxxi . 

Продукция, произведенная в этих пунктах доставляется на четыре предприятия 

ma

11mx
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4,3,2,1, jB j произведенной компании, где часть продукции в объеме  40,40,60,50b  без 

переработки оставляет для своей нужды, а часть продукции в объеме 4,3,2,1,00  jy j

перерабатывается предприятием njB j ,..,2,1,  . Объем перерабатываемой продукции 

4,3,2,1,00  jy j  на каждом предприятии jB  ограничен ее максимальной возможностью по 

переработке, т.е. 800,600,900,500 40302010  yyyy . 

Предполагается, что известно объем перерабатываемой продукции всеми 

предприятиями этой компании за планируемый период времени, т.е. 1700 b . Кроме этого, 

для каждого пункта производства 3,2,1, iAi , и потребления (переработки) 4,3,2,1, jB j  , 

известны линейные непрерывные функции 3,2,1),( ixii  и 4,3,2,1),( 0 jy jj , которые 

имеют вид: 

 
 

 
 
 
 
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





 

 

Известна также матрица транспортных расходов 
 

6647

3684

4353

4,3
 ijcc  

Требуется определить план производства продукции 3,2,1,0  ixi , перевозки 

4,3,2,1,3,2,1,0  jixij , переработки ,4,3,2,1,00  jy j  доставляющие минимум целевой 

функции. Экономико-математическая модель задачи записывается в следующем виде: 

найти минимум 

4030201032134

3332312423222114131211

233226

64736844353),(

yyyyxxxx

xxxxxxxxxxxyxL




 

(14) 

 

при условиях 

  
  
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4

1

4

1

4

1
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j j j

jjij xxxxxx  
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   
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3

1

3

1

3

1

3

1
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i i i i

iiii yxyxyxyx  
(16) 

 





4

1

0 ,170
j

jy  
(17) 

 

,800,600,900,500 40302010  yyyy  (18) 
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,4,3,2,1,3,2,1,0

,3,2,1,0





jix

ix

ij

i
 

(19) 

где .,,,, 43214,3
yyyyyxx ij   

Преобразуем задачу (14-19). Исключим переменные ,3,2,1, ixi  из целевой функции 

(14) и ограничений (15). Определяем значения , по формуле 4,3,2,1,  jbQQ jjj , 

т.е. .120,100,150,100 4321  QQQQ Тогда задача (14)-(19) принимает следующий вид: 

найти минимум 
 

40302010

343332312423222114131211

233

7758581066575),(

yyyy

xxxxxxxxxxxxyxL




 

(20) 

 

при условиях: 

  
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1

4

1
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Введем дополнительные переменные 3,2,1,1  ixin , и .4,3,2,1,1  jx jm Определяем 

величины 




3

1

1

i

inx  и 




4

1

1

j

jmx согласно формулам   . Имеем  
 

 
3

1

4

1

11 110,40
i j

jmin xx . 

Решение задачи (20)-(24) будем искать методом потенциалов [3]. Получим оптимальное 

решение задачи. Заметим в Таблице 2, отличными от нуля переменными оптимального плана 

является: 

 

 

.100,120,140

80,0,40,50

,100,120,40,100

321

40302010

32241311













xxx

yyyyy

xxxxx

 

Минимальное значение целевой функции задачи 2150),(  yxL у.е. Из оптимального 

решения можно сделать вывод, что предприятие 3B получает продукцию из пункта 

производства 1A в объеме 1003 b  для своей потребности. Предприятие 1B  получает 

продукцию в объеме 100 единиц из 1A , часть из них в объеме 501 b  оставляется для своей 

потребности, а остальные 5010 y продукцию перерабатывает. А предприятие 2B  получает 

продукцию в объеме 100 единиц из 3A , из них оставляет себе 60 единиц для своей 

потребности, а остальные 4020 y единиц продукции перерабатывает. Предприятие 4B  

получает из 2A  120 единиц продукции, оставляет для своей нужды 40 единиц, остальные

8040 y  единиц направляет для переработки.  

4,3,2,1, jQ j
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При этом суммарные затраты на производство продукции ее перевозки и переработки 

составляет 2150 у.е. 

Таблица 2 
 

 
1Q =100 1502 Q  

1003 Q  1204 Q  0b =170 
 
 


3

1

4

1

0 )(
i j

ji bba  

1a =150 5 … 100 7 5 … 40 6 100 0 … 10 

1502 a  6 10 8 5 … 120 100 0 … 30 

1003 a  8 5 … 100 7 7 100 0 

11 bQ  =50 0    3 … 50 100 

9022 bQ  

 

 0 … 50   1 … 40 100 

6033 bQ    0 … 6  3 … 0 100 

8044 bQ     0 2 … 80 100 
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