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Аннотация. Эта работа является продолжением одноименной ее первой части. В первой 

части с позиции порождающих и определяющих соотношений были исследованы 

мономиальная группа Monn(R), n≥2 и ее проективный фактор PMonn(R) над произвольным 

основным ассоциативным кольцом R с 1≠0. Здесь же аналогичная задача решается для 

элементарных мономиальных групп EMonn(R) и PMonn(R), также над произвольным 

ассоциативным кольцом R. Несмотря на кажущуюся (внешнюю) близость, мономиальные и 

элементарные мономиальные группы оказываются качественно различными объектами. При 

решении обоих этих вопросов применен комбинаторный метод трансформации. В отличие от 

мономиальных групп, случай в EMonn(R), когда n=2, будет нетрадиционным. Он требует 

специфических и более тонких рассуждений. 

 

Abstract. This work is a continuation of the first part of the same name. In the first part, 

the monomial group Monn(R), n≥2 and its projective factor PMonn(R) over an arbitrary basic 

associative ring R, 1≠0.  Were studied from the position of generators and defining relations. Here, 

a similar problem is solved for elementary monomial groups EMonn(R) and PMonn(R) also over 

an arbitrary associative ring R. Despite the apparent (external) proximity, monomial and elementary 

monomial groups turn out to be qualitatively different objects. When solving both of these issues, 

the combinatorial method of transformation was applied. Unlike monomial groups EMonn(R), 

the case in when n=2 will be non-traditional. It requires specific and more subtle reasoning. 

 

Ключевые слова: элементарная мономиальная группа, центр группы, коммутатор, 

коммутант, порождающий алфавит, стандартные формы, определяющие соотношения, 

трансформация букв, проективный фактор, скалярная матрица, корневая группа.  
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Настоящая работа продолжает исследования, начатые в одноименной ее первой части. 

Поэтому за определениями и обозначениями отсылая читателя в первую часть, и здесь R мы 

будем считать произвольным ассоциативным кольцом с 10. Принимаем еще следующие 

обозначения. Через ],,[)( /   RRR  как всегда, обозначается коммутант мультипликативной 

группы ,R  т. е. подгруппа в ,R  порожденная всеми ее коммутаторами 

.,  ,],[ 11   Ryxxyyxyx  Введенная /)( R  образует в
R  даже ее нормальную подгруппу 

(см. об этом [1], стр.38). Для аргумента 
R  и индексов ,1 , , nkiki   положим также 

).()()( 1  kiik ddd  Далее через )(REMonn  обозначим подгруппу в )(RMonn , порожденную 

всеми ее (элементарными) матрицами )(ikd и ,1   )),(( nkiik  . Эту группу )(REMonn мы 

и назовем элементарной мономиальной группой степени n над кольцом R.  

Целью в этой части работы является описание на языке порождающих и соотношений 

введенной только что группы )(REMonn , .2n  Пользуясь этим результатом, находим здесь 

комбинаторное описание также проективного фактора группы ).(REMonn  Хотя и группы 

)(RMonn и )(REMonn имеют определенную близость и общность, тем не менее (как мы 

увидим ниже), они имеют и существенные различия. Далее, поскольку для номеров 

,1 , nii   и элементов 
R  ,  

),()()(]),([),()()(]),([ 11

11111

11

11

   iiiiiii dddddddd  

все (одинарные) матрицы ,1  ,)( ),( / nkRxxdk  
 содержатся в подгруппе 

,1  , );( njqRdqj    (т. е. группе, порожденной всеми указанными парными 

диагональными матрицами). Желая сохранять симметричность в описании, группу 

)(REMonn мы будем представлять в следующей порождающей системе 
 

 .1 )),(( ;1  ,)( ),( ;1  , ),( / nkiiknqRdnkiRd qik     (g) 

 

Стандартные формы в )(REMonn  

Метод трансформации, который мы будем применять для этой цели (см. [2] и [3], [4]), 

использует стандартные (канонические) формы элементов изучаемой группы. В качестве 

таковых форм в )(REMonn  мы объявляем всевозможные комбинации алфавита (g) вида 
 

)),1))((2))...((,1)((()()...( 1211,11   nnnnnin nddd   (sf) 

 

где 
k
  означает номер, для которого .nk k   

Введенные формы описывают элементы изучаемой группы следующим образом. 

Теорема 1. Всякий элемент из )(REMonn представляется в стандартном виде (sf), 

причем такая запись единственна. 

Доказательство. Единственность. Пусть какой-то элемент W из )(REMonn

представлен в виде (sf). Поскольку здесь отрезок 
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))2))...((,1)((()()...( 211,1221   nnnnnn ndddw  из (sf)имеет клеточно-диагональный вид 

1,1  ),,1( diag  дает нам позицию ненулевого элемента первой строки матрицы W. Поэтому 

номер 
1
  словом W определен однозначно. Рассматривая теперь вместо W его отрезок W1, мы 

аналогичным образом приходим к выводу об однозначности 
2 и 

2  и т. д. Описанный 

процесс на (n−1)-м шаге приведет нас к заключению об единственности аргумента .  

Что касается части существования теоремы, то она является прямым следствием 

следующей далее теоремы 3 (см. этап I). Поэтому проведение его здесь является излишним. 

 

Набор определяющих соотношений 

Напишем в алфавите (g) следующие (проверяемые напрямую) соотношения группы 

)(REMonn : 

1. ;nk  , ),()()( 1   Rddd kninik   

2. ;1 )(R  ),()()()( / ni dddd inkni    

3. ;,  ]),,([)()()( 11   Rdddd nininin   

4. ;  ,,  ]),,([)()()()( 11 ikRddddd ninknknin     

5. ;)(,  ),()()( / Rddd nnn   

6. ; )(  ),()()()( /1   RRdddd nininn   

7. ;  , )),)((()())(( nkRikddik knin    

8. ; )),)((()())(( 1   Rinddin inin   

9. ;  , ),)((()()())(( 1 ikRindddin kninkn     

10. ; )),)((()())((  Rikddik inkn   

11. ;,  ,  , )),)((()())(( kijnkRikddik jnjk    

12. ;  ,)( )),)((()())(( / nkRikddik nn    

13. ;)( )),)((()())(( / Rinddin in   

14. );(  ))(())))(((( eiiikik   

15. ;  )),(())(( ikkiik   

16. ;  )),))(((())))(((( jkikkjijik   

17. ;  )),))(((())))(((( jkiikkjkjij   

18. ;  )),))(((())))(((( jkiijkjkjik   

19. .,  ,  )),))(((())))(((( jrkrirkrjrjik   

И здесь целью является доказательство полноты системы соотношений 119 для 

группы )(REMonn . Этот вопрос решаем вновь используя метод трансформации букв [2–4]. 

 

Трансформационные преобразования 

Этот параграф, как и в первой части, является базовым для наших дальнейших 

рассуждений. На множестве всех слов алфавита (g) отношения , ni 1 , и здесь 

вводятся по правилу W V тогда и только тогда, когда эти слова связаны соотношением 

~
i

~
i



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 9. №6. 2023 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/91 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 26 

 

W=XV, где Х–какое-то слово, не содержащее транспозиционные буквы вида , )),(( qkkq  с 

индексами ik  . Очевидно, эти отношения  рефлексивны и транзитивны. 

Имеет место следующее. 

Теорема 2. (о трансформации букв). Пусть ))((ik — какая-то транспозиционная матрица, 

,1 nki  и х означает либо некоторую букву ))((qr с индексами ,1 rq  либо же 

диагональные матрицы вида
  ,  ),( Rdqn 

или 
  .)(  ),( / Rdn 

Тогда для них применяя 

соотношения 319 можно выполнить преобразование xikV ))(( ))((ij , где jнекоторый 

номер, для которого nj 1 . 

Доказательство состоит из следующего комбинаторного анализа. 
 

I. х — диагональная буква. 

Если здесь ),(qndx   то применяя соотношения 711, мы будем иметь 

)))((()())(( ikddikV jnqn   )),((ik  где j, некоторые элементы из },{ 1  и },,{ qki  

соответственно. Итак, в этом случае требуемое преобразование имеет место. Если же 

),(kdx   то мы используя соотношения 13 и 14, к требуемой форме приходим как 

)))((()())(( ikddikV jk   )),((ik  здесь j – некоторый элемент из }.,{ ni  

II. . )),(( rqiqrx   

В этом случае приводимость при ))))(((( qrikV  ))((ij  при помощи соотношений 

1419 осуществляется как в пункте II из соответствующей теоремы 2 первой части. Эти 

повторяющиеся детали здесь мы  опускаем.  

Возьмем теперь в (g) диагональный подалфавит  
 

.)(  ),(  ;1  ,  ),( /  RdniRd nin   (d) 

 

На множестве всех слов из (d) вводим отношения 
i

~ , ,1 ni   положив W
i

~ Vтогда и 

только тогда, когда эти слова связаны между собой соотношением W=VY, где слово Y не 

содержит буквы вида ,1 ),( xdkn  с индексами .ik   Эти отношения 
i

~  также будут 

рефлексивными и транзитивными. 

Для наших дальнейших рассуждений потребуется. 

Лемма. Используя соотношения 36 всякое слово W алфавита (d) можно записать в 

виде ).()()...( 1,111  nnnnn dddw   

Доказательство. Не теряя общности заданное слово можно считать представленным в 

виде  

W
1
~Y )(1 nd . (

1
~ ) 

 

Пусть в этой записи Y=Y1y, т. е. упоследняя буква слова Y. Если здесь у= ),(1 nd то 

используя 3, мы будем иметь ]),([)()]()([ 11

11111

  nnnn ddYddYW
1
~Y1 )(1 nd . 

~
i

~
i

~
i

~
i

~
i
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Если же ,1  ),(  idy
in
  то применяя 4, к требуемой записи приходим так 

]),([)()()]()([ 11

11111

  ninnnn dddYddYW
1
~Y1 )(1 nd . 

В случае же, когда у= ),(
n

d мы используя соотношения 6, требуемую запись получаем 

как )()()]()([ 1

111

  nninn ddYddYW
1
~Y1 )(1 nd . 

Таким образом, все имеющиеся случаи привели нас к некоторой записи вида W
1
~Y1

)( 11 nd , где R1 , т. е. мы добились сокращения длины слова Y в (
1
~ ). Аналогичным 

образом удаляя из Y1=Y2 z букву z, будем иметь запись W
1
~Y2 )( 21 nd и т. д. Продолжая этот 

процесс сокращения до тех пор, пока не исчерпается все слово Y, приходим к записи вида W
1
~ )( 11 nd .  

Последнее по определению отношения 
1
~  означает, что ,)( 111 VdW n  где Y1−некоторое 

слово, не содержащее парные диагональные буквы вида .1  ),(1 xxd n  Аналогичным образом 

вытягивая из V1букву )(
22


n
d , мы приходим к разложению ,)()( 22211 VddW nn  гдеV2 не 

содержит неединичные буквы вида ,2  ),( kxdkn и т.д. Описанный процесс отщепления 

парных диагональных букв на (n-1)-м шаге приводит нас к .)()...( 11,111  nnnnn VddW 
 
В 

последней записи слово Vn-1 не содержит буква вида ,  ,1  ),( nixxd
in

  т.е. оно состоит 

сплошь, из одинарных букв )(nd алфавита (d). Поэтому оно применением соотношений 5 

приводится к виду )(nd очевидным образом. Лемма доказана. 

 

Задание группы )(REMonn  

Теперь у нас все готово, чтобы сформулировать основной результат работы. 

Теорема 3. Элементарная мономиальная группа )(RЕMonn , ,2n над ассоциативным 

кольцом R с ,01 в порождающих (g) задается соотношениями 119. 

Доказательство мы проводим в два этапа. 

Этап I. 

Здесь мы покажем, что любое слово W алфавита (g) используя соотношения 119 

можно преобразовать к его стандартному виду S(W). Не теряя общности заданное слово 

можно считать представленным в виде  
 

W
111 1  ,))1(( iWi  , 

(1) 

 

(здесь часть из W находящаяся до ))1(( 1i и не содержащая буквы ))1(( k с номерами k>1, 

отброшена). Применяя к слову W1 соотношения 1 и 2, его можно считать составленным 

только из букв вида )(ind и )(nd из (g). Применение к слову ))1(( 1i W1 трансформационной 

теоремы 2 (т. е. соотношений 319), приводит заданное слово к виду W ,1  )),1(( 11   т. е. к 

представлению  

)),1(( 11  XW  

~
i

1
~
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где Х1 (по определению ) не содержит транспозиционные буквы вида  .1 )),1((   

Аналогичным образом вытягивая из Х1 сомножителей ,2 )),2(( 22   будем иметь 
 

)),1))((2(( 122  XW  
 

где Х2 не содержит буквы вида ,2 , )),((  kkk и т.д. Описанный процесс отщепления 

транспозиционныхбукв на (n-1)-м шаге приводит нас к записи 
  

)),1))...((,1(( 111   nn nXW  
 

где сомножительХn-1 (согласно определению 
1

~



n

) не содержит неединичные 

транспозиционные матрицы, т. е. состоит только из диагональных букв вида (d). А по 

доказанной выше лемме (т. е. соотношениями 36) слово Хn-1 теперь уже можно 

преобразовать к виду, ).()()...( 1,111  nnnnn ddd  Таким образом, слово W соотношениями 119 

действительно приведено к его стандартному виду

)).1))...((,1)((()()...()( 111,111   nnnnnn ndddWS   

Этап II. 

Пусть теперь W=e – произвольное соотношение группы )(RЕMonn в порождающих (g) 

(W – слово указанного алфавита, записывающее единицу е). Записывая левую часть (при 

помощи соотношений 119) в стандартном виде, приводим его к виду S(W)=e. По теореме 1 

запись в виде  S(W) единственна, поэтому последнее равенство влечет за собой 

1... 11    n  и kk 
 
при всех ,1,...,1 nk т. е. равенство S(W)=e возможно только 

при единичных буквах из  S(W). А это уже означает выводимость заданного соотношения из 

соотношений 119. Теорема 3 доказана полностью. 

 

Описания проективных факторов 

Как и для самих групп G, представляют такой же интерес комбинаторные описания и их 

факторов G/Hпо некоторым нормальным подгруппам H. Один из таких вопросов составляют 

описания проективных факторов G/С групп G по их центрам С=cent G. Сказанное здесь в 

полной мере относится также к линейным группам. Проективные факторы некоторых 

линейных групп с помощи порождающих и соотношений изучались, например, в работах [5–

7]. 

Целью здесь является комбинаторное описание проективной факторгруппы )(RPEMonn

= )(RЕMonn /C, где С=cent )(RЕMonn (относительно алфавита (g)). Начнем эту задачу (как и в 

первой части) с вычисления центра С. При 1R )(RЕMonn очевидным образом 

превращается в симметрическую группу Sn. Проективный же фактор последней группы мы 

подробно разобрали в первой части работы. Поэтому всюду далее будем считать 1R . 

Прежде чем начать вычисление центра, вводим к рассмотрению одну вспомогательную 

группу. Пусть })( :{)( //   RxRxR nn (т. е. «корень n-й степени из 
/)( R »). Нетрудно 

проверить, что пересечение  n
n RcentRRG /)()(   образует в R коммутативную 

подгруппу. Ее мы назовем n-й корневой группой кольца R. 

Приступаем теперь к вычислению центра. Пусть сначала 3n  и )(
ik

aa  некоторая 

1
~
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недиагональная матрица, содержащаяся в С с недиагональной позицией 0ika  ( ki  ). Тогда 

мы для матрицы , },1{\ ),( kjRdij   имели бы .1)()(   ikikijij aaadad  

Полученное противоречие (с выбором  ) показывает, что центр С в рассматриваемом случае 

будет состоять только из диагональных матриц ).,...,( 1 ndiagd   Теперь импликации 

 ,1 ,))1(())1(( 1 nkkddk k   показывают, что матрица d должна быть еще и скалярной 

).,...,()(  diagdd   Далее поскольку     )()()()( 11 nn dddd  для любого 

,R  аргумент   из )(d  должен принадлежать центру cent R . Мы имеем и импликацию 
 

.)()()()()...()( /

,11



  RREMondddd n

n

n

nnnn   

 

Она показывает, что аргумент  обязан попасть еще и в группу ).(RGn  Теперь же то, 

что всякая матрица )(d  с аргументом )(RGn  принадлежит центру С, очевидно. Таким 

образом, при 3n  мы для центра получили )}.( :)({ RGxxdC n  Здесь проективный фактор 

может быть описан следующим образом. 

Теорема 4. Проективная элементарная мономиальная группа ,3 ),( nRPEMonn  над 

ассоциативным кольцом R с 01  и ,1R  в порождающих (g) задается соотношениями 

119 и еще следующими центрально-скалярными соотношениями ,)()()...( ,11 eddd n

nnnn    

где   пробегает корневую группу ).(RGn  

Случай, когда n=2, является патологическим (и здесь 1R ). Пусть на какое-то время 

)(
ik

aa   означает недиагональную матрицу из центра  

С=cent ).(2 RЕMon Если здесь ,1)( / R  то для элемента }1{\)( / Rx  импликации

1)()( 2121

1

22   xaaxxadaxd  (т. е. противоречие с выбором х) показывают на 

отсутствие в центре C недиагональных матриц. Если же 1)( / R (т. е. когда R

коммутативна), но в 
R  найдется не идемпотентный элемент х, ,12 x  то здесь мы имеем 

.1)()( 2

12

1

12

1

12121212   xaxxaxaxaxadaxd  Полученное противоречие показывает 

отсутствие недиагональной матрицы в центре Си в этом случае. 

Пусть теперь в разобранных случаях ),( yxdiagd   означает какую-то матрицу из С. 

Импликация  xxdddd  )()( 1212
 (при любом 

R )  показывает, что и здесь должно 

быть .centRx   Импликация же yxdd  ))12(())12((  дает нам, что рассматриваемая 

матрица должна иметь еще скалярный вид . ),,()(  centRxxxdiagxdd  Теперь 

принадлежность )()()()( 2

2

212 REMonxdxdxd   (как и выше) влечет за собой включение 

,)( /2  Rx  т. е. ).(2 RGx  И здесь матрица d(x) с аргументом )(2 RGx  входит в центр С 

очевидным образом. Таким образом, и здесь мы имеем )}.(  :)({ 2 RGxxdС   

При n=2  в приведенном выше списке 119 все соотношения, за исключением 

2,3,5,6,1315, являются неадекватными (т. е. они не укладываются). Поэтому опуская их из 

определяющего набора 119 и присоединяя к остальным соотношения, полученные 

приравниванием к (единичной) матрице е всех порождающих центра C слов алфавита 
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)),12((    ;21  ,)( ),( ; ),( /

12   qRdRd q   (g2) 

 

мы здесь сможем сформулировать следующий результат. 

Теорема 5. Проективная элементарная мономиальная группа  )(2 RPEMon
 
над 

ассоциативным кольцом R с ,01  которое еще либо некоммутативно, либо же 

коммутативно, но в  R существует не идемпотентным элемент, в порождающих (g2) задается 

соотношениями 2, 3, 5, 6, 1315 и еще следующими центрально-скалярными соотношениями 

,)()( 2

212 edd   где  пробегает корневую группу G2(R).  

Как хорошо стало видно, единственным неразобранным в наших рассмотрениях 

остался случай, когда n=2, основное кольцо R коммутативно и группа R  состоит только из 

идемпотентов. Очевидно здесь )()(12  dd  для любого  
R  и ))12(( ),()(2 dREMon   как 

группа, порожденная указанными коммутирующими между собой элементами, сама будет 

коммутативной.  Присоединение же к тривиальным соотношениям 2, 3, 5, 6 и 1315 

порождающих центральных соотношений дает нам здесь следующее описание. 

Теорема 6. Проективная элементарная мономиальная группа )(2 RPEMon над 

ассоциативно-коммутативным кольцом R с ,01  где еще все элементы из 
R  

идемпотентны, в порождающих ))12((    ;  ),( Rd   задается соотношениями ed )(   и 

.))12(( e  
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