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Аннотация. В рассматриваемой работе выбран параметр регуляризации для решения 

линейного интегрального уравнения Вольтерра первого рода. Во многих работах были 

исследованы различные вопросы для интегральных уравнений. Даже когда уравнение 

первого типа Вольтерры является интегральным уравнением с точным выходом, 

неклассические уравнения, интегрируемые по предел, являются линейными, и нелинейные 

интегральные уравнения являются линейными, и это обусловлено необходимостью 

разработки новых методов для единственности их решений. Но в данной работе получены 

основополагающие результаты для интегральных уравнений Фредгольма первого рода, где 

для решения линейных интегральных уравнений Фредгольма построены регуляризирующие 

операторы по М. М. Лаврентьеву. На основе понятия введенной производной функции по 

возрастающей функции исследовались линейные интегральные уравнения Вольтерра первого 

рода. Целью исследования является построение регуляризирующего оператора и выбор 

параметра регуляризации. При исследовании применяются понятие производной по 

возрастающей функции, метод регуляризации по М. М. Лаврентьеву, методы 

функционального анализа, методы преобразования уравнений, методы интегральных и 

дифференциальных уравнений. Параметр для регуляризации выбран. Регуляризирующий 

оператор по М. М. Лаврентьеву построен и доказана теорема единственности. Предложенные 

методы можно использовать для исследования интегральных, интегро-дифференциальных 

уравнений типа интегрального уравнения Вольтерра первого рода, а также при качественном 

исследовании некоторых прикладных процессов в области физики, экологии, медицины, 

геофизике, теории управление сложными системами. В связи с применением интегральных 

уравнений развиваются новые области, например, в экономических науках, в некоторых 

разделах биологии и т. д. Могут быть использованы при дальнейшем развитии теории 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода. А также при решении конкретных 

прикладных задач, приводящих к уравнениям первого рода. 

 

Abstract. In this paper, we have chosen a regularization parameter for solving the linear 

Volterra integral equation of the first kind. Various questions for integral equations have been 

investigated in many papers. Even when the Volterra equation of the first type is an integral 

equation with an exact output, non-classical equations integrable by the limit are linear, and 

nonlinear integral equations are linear, and this is due to the need to develop new methods for the 
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uniqueness of their solutions. But in this paper, we have obtained fundamental results for Fredholm 

integral equations of the first kind, where regularizing operators are constructed according to M. M. 

Lavrentiev for solving linear integral Fredholm equations. On the basis of the concept of the 

introduced derivative of a function with respect to an increasing function, linear Volterra integral 

equations of the first kind were studied. The aim of the study is to construct a regularizing operator 

and choose a regularization parameter. In the study, we have applied the concept of a derivative 

with respect to an increasing function, the regularization method according to M. M. Lavrentiev, 

methods of functional analysis, methods of transformation of equations, methods of integral and 

differential equations. The parameter for regularization is selected. Regularizing operator according 

to M. M. Lavrentiev is constructed and a uniqueness theorem is proved. The proposed methods can 

be used for the study of integral, integral-differential equations such as the Volterra integral 

equation of the first kind, as well as for the qualitative study of some applied processes in physics, 

ecology, medicine, geophysics, and the theory of control of complex systems. In connection with 

the application of integral equations, new areas are developing, for example, in the economic 

sciences, in some sections of biology, etc. They can be used in the further development of the theory 

of Volterra integral equations of the first kind. And also, when solving specific applied problems 

that lead to equations of the first kind. 

 

Ключевые слова: непрерывные условия, переменные. 

 

Keywords: continuous, conditions, variables. 

 

Введение 

Теоретическая часть интегральных уравнений изучалась и исследовалась во многих 

различных работах. В частности, в работе [1] рассмотрен обзор результатов исследований 

интегральных уравнений Вольтерра второго рода. В работе [2] изучаются интегральные 

уравнения Вольтерра первого и третьего родов с гладкими ядрами, где приводится 

доказательство существования многопараметрического семейства решений. В работе [3] 

исследованы линейные интегральные уравнения Фредгольма первого рода, для которых 

построены регуляризирующие операторы по Лаврентьеву. В работе [4] приводится теория и 

используются численные методы решения неклассических интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода с дифференцируемыми и отличными от нуля ядрами на диагонали. В 

работах [4–7] приведены применения неклассических интегральных уравнений Вольтерра 

первого рода в разных прикладных задачах. В работе [8] используется метод регуляризации 

М. М. Лаврентьева для интегральных уравнений Вольтерра первого рода с гладкими и 

отличными от нуля ядрами на диагонали дифференцируемыми решениями, для которых 

построено приближенное решение. В работах [9, 10] получены достаточные условия 

единственности решений и исследованы вопросы регуляризации решений систем линейных 

и нелинейных интегральных уравнений Вольтерра первого и третьего родов. В работе [11] 

доказывается теорема единственности решений и находится регуляризирующий оператор для 

решения системы линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода. В работах 

[12, 13] использован новый подход для исследования вопросов существования и 

единственности решений скалярных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода с 

многоточечными особенностями и их систем. В работе [14] приведены результаты по 

интегральным уравнениям Вольтерра первого рода. В работах [15–17] построен 

регуляризирующий оператор для решения неклассического интегрального уравнения с 

условиями Липшица и доказаны теоремы единственности. 
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В данной работе выбран параметр регуляризации для решения неклассического 

линейного интегрального уравнения Вольтерра первого рода. 

Постановка задачи: 

Рассмотрим интегральное уравнение 
 

;  

(1) 

 

где , ,  при всех ,  и  известные 

функции в области  и на отрезке  соответственно, 

.  искомая функция на отрезке .  

Решение: 

Наряду с уравнением (1) рассмотрим 
 

; . 

(2) 

 некоторый малый параметр. 

Здесь мы используем работу, в [15] и потребуем выполнение следующих условий: 

а)   при почти всех ; 

б)    при всех ; ; 

с) При  для любых  справедлива оценка 

 где  известное неотрицательное число. 

Здесь  пространство всех непрерывных функций  определенных на 

 с нормой  

Будем обозначать   пространство Гельдера, т.е. линейное 

пространство всех функций  определенных на  и удовлетворяющих условию 

 

где  положительная постоянная, зависящая от  но не от  и . 

Далее нам понадобится следующая лемма доказанная в [15–17]. 

Лемма: пусть выполняются условия а), б) и с). Тогда справедливы следующие оценки: 
 

1)  ; 

(3) 
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2)   

(4) 
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где , 
 

 

 

(5) 

 

3)   

(6) 

 

где 
 

. 

(7) 

Теорема 1. Пусть выполняются условия а), б), с) и  где 

, . Кроме того, уравнение (1) имеет решение 

, . Тогда решение уравнения (2) при  сходится по норме 

 к решению . При этом справедлива оценка 

 

(8) 

 

где ; .  

Доказательство: далее предположим, что дана функция  и число , 

такое что  

, , 
(9) 

где ,  известные постоянные числа  малый параметр. 

Рассмотрим уравнение  

; . 

(10) 

 

Из (2) отнимая (10) и вводя обозначения 
 

; , 
(11) 

Имеем 
 

; . 

(12) 
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Уравнение (12) запишем в виде [15, 16]:  
 

 

;  

(13) 

Используя резольвенту ядра  и обобщенную формулу Дирихле уравнения 

(13), сводим к следующему эквивалентному уравнению [15, 16].  
 

 

,  

(14) 

 

где ,  и  определены соответственно по формуле (3), (5) 

и (7). 
 

 

(15) 

 

В силу (9) из (15) имеем 
 

 

(16) 

 

Далее в силу леммы, т. е. учитывая оценки (3), (4), (6) и (16), из (14) получаем  

 .  

Отсюда имеем  
 

, . 

(17) 

 

Применяя неравенства Гронуолла-Беллмана, из (17) получим  

, . 

где   

Отсюда получаем 

 

(18) 

Теорема 1 доказана. 
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Известно, что  

. 

Отсюда, учитывая оценки (8) и (18) имеем 
 

, 

(19) 

где числа , , ,  определены в теореме 1. 

Полагая , из (19) получим  
 

, 

(20) 

где .  

Таким образом доказана следующая теорема 2: 

Теорема 2: пусть выполняются условия а), в), с) и , интегральное уравнение (1) 

имеет решение , , где числа ,  определены в теореме 1. Тогда 

решение  интегрального уравнения (10) при сходится по норме  к 

. При этом справедлива оценка (20), где известные числа , , ,  определены в 

теореме 1. 

 

Заключение 

Поставленная задача полностью разрешена, т. е. Параметр для регуляризации 

неклассическое интегральное уравнение Вольтерра первого рода выбран. Регуляризирующий 

оператор по М. М. Лаврентьеву построен и доказана теорема единственности решении. 
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