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Аннотация. Исследуются краевые задачи Дирихле, Немана и Робена для сингулярно 

возмущенного линейного неоднородного обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка. Рассматриваемые краевые задачи имеет три особенности: сингулярное 

присутствие малого параметра; решение соответствующего невозмущенного уравнения имеет 

полюс k-го порядка, и дополнительный пограничный слой. Сингулярное присутствие малого 

параметра порождает классический пограничный слой, а особая точка соответствующего 

невозмущенного уравнения порождает второй пограничный слой. В результате у нас 

получится двойной пограничный слой. Найдено достаточное условие существование 

дополнительного пограничного слоя. 

 

Abstract. Studies the Dirichlet, Neman and Robin boundary value problems for a singularly 

perturbed linear inhomogeneous second order ordinary differential equation. The considered 

boundary value problems have three features: the singular presence of a small parameter; the solution 

of the corresponding unperturbed equation has a k order pole and an additional boundary layer. 

The singular presence of a small parameter generates the classical boundary layer, and the singular 

point of the corresponding unperturbed equation generates the second boundary layer. As a result, we 

get a double boundary layer. A sufficient condition for the existence of an additional boundary layer 

is found. 

 

Ключевые слова: двойной пограничный слои, краевая задача, особая точка, сингулярное 

возмущение, дополнительная зона, обыкновенное дифференциальное уравнение. 
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Постановка задачи. Рассмотрим двухточечные краевые задачи, порожденные линейным 

неоднородным обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка с малым 

параметром при старшей производной: 
 

𝜀𝑛𝑦𝜀′′(𝑥) + 𝑥𝑘𝑝(𝑥)𝑦𝜀′(𝑥) + (𝑥𝑘𝑞(𝑥) − 𝜀𝑚𝑟(𝑥))𝑦𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (0,1), (1) 
 

и одним из граничных условий вида: 
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𝑦𝜀(0) = 𝑎, 𝑦𝜀(1) = 𝑏, (2) 
 

𝑦′𝜀(0) = 𝑎, 𝑦′𝜀(1) = 𝑏, (3) 
 

𝑦𝜀(0) − 𝛼𝑦′𝜀(0) = 𝑎, 𝑦𝜀(1) + 𝛽𝑦′𝜀(1) = 𝑏, (4) 
 

где a, b — известные постоянные числа, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑓 ∈ 𝐶∞[0,1], 𝑓(0) ≠ 0 , 0 p(0), 0 q(0), 

0 r(0), n>m, 1 k, (n, k, mN), a 𝑦𝜀(𝑥) — искомая функция, зависящая от малого параметра ε. 

Обычно краевую задачу (1), (2) называют задачей Дирихле; краевую задачу (1), (3) 

называют задачей Неймана; а задачу (1), (4) называют краевой задачей Робена [1-14]. 

В задаче Неймана (1), (3) предположим, что q(1)0 и r(1)0, а в задаче Робена (1), (4) 

потребуем выполнения условий: 𝑝(1) − 𝛽𝑞(1) ≠ 0 и r(1)0. 

Требуется найти достаточное условие при каких соотношения параметров n и m 

появляется дополнительный пограничный слой в краевых задач Дирихле (1), (2); Неймана (1), 

(3) и Робена (1), (4) на отрезке [0,1], когда малый параметр  стремится к нулю. 

Особенности краевых задач Дирихле, Неймана и Робена. Заметим, что малый параметр 

 присутствует в дифференциальном уравнении (1) при старшей производной. Поэтому, если 

в возмущенном дифференциальном уравнении второго порядка (1) формально считать, что 𝜀 =

0  (т. е. убрать возмущение), то порядок дифференциального уравнения понижается и 

соответствующее невозмущенное уравнение является дифференциальным уравнением 

первого порядка: 
 

𝑥𝑘𝑝(𝑥)𝑦′0(𝑥) + 𝑥𝑘𝑞(𝑥)𝑦0(𝑥) = 𝑓(𝑥). (5) 
 

Понижение порядка уравнения, при 𝜀 = 0 , — первая особенность рассматриваемых 

краевых задач Дирихле (1), (2); Неймана (1), (3) и Робена (1), (4). 

Вторая особенность краевых задач (1), (2); (1), (3) и (1), (4) — дифференциальное 

уравнение (5) имеет особую точку при х=0. Решение уравнения (5) не является гладкой 

функцией на отрезке [0,1], которое свойственно бисингулярным задачам по терминологии 

А.М. Ильина [1-14].  

Ниже мы докажем, что при выполнении условия 𝑚 <
𝑛(𝑘−1)

𝑘+1
 в окрестности особой точки 

х=0 появляется еще один пограничный слой, кроме классического пограничного слоя — третья 

особенность краевых задач Дирихле (1), (2); Неймана (1), (3) и Робена (1), (4). 

Краевые задачи (1), (2); (1), (3) и (1), (4) с вышеперечисленными особенностями назовем 

бисингулярно возмущенные задачи с двойным пограничным слоем. 

Докажем теорему 

Теорема. Если 𝑚 <
𝑛(𝑘−1)

𝑘+1
, то в задачах Дирихле (1), (2); Неймана (1), (3) и Робена (1), (4) 

в окрестности левой граничной точки х=0 существует еще один пограничный слой, кроме 

классического пограничного слоя. 

Доказательство. Для доказательства теоремы покажем, что в пограничном слое имеется 

два характерных предела, кроме внешнего, которые будут включать в себя два внутренних 

разложения. 

Начнем с построения внешнего решения ( ) ( )y x u x =  краевых задач (1), (2), (1), (3) и (1), 

(4), которых будем искать в виде: 

 

𝑢𝜀(𝑥) =∑𝜀𝑗𝑢𝑗(𝑥)

∞

𝑗=0

, 
(6) 
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где 𝑢𝑗(𝑥) — пока неизвестные функций. Формально подставляя ряд (6) в уравнение (1), 

получаем: 

∑𝜀𝑛+𝑗𝑢𝑗
″(𝑥)

∞

𝑗=0

+ 𝑥𝑘∑𝜀𝑗(𝑝(𝑥)𝑢𝑗
′ (𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑢𝑗(𝑥))

∞

𝑗=0

− 𝑟(𝑥)∑𝜀𝑚+𝑗𝑢𝑗(𝑥)

∞

𝑗=0

= 𝑓(𝑥), 

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра, получаем 

рекуррентные соотношения: 
 

𝑥𝑘𝑝(𝑥)𝑢′0(𝑥) + 𝑥𝑘𝑞(𝑥)𝑢0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (0,1]; (7) 
 

𝑥𝑘𝑝(𝑥)𝑢′𝑗(𝑥) + 𝑥𝑘𝑞(𝑥)𝑢𝑗(𝑥) = 𝑟(𝑥)𝑢𝑗−𝑚(𝑥) − 𝑢𝑗−𝑛
″ (𝑥), 𝑗 ∈ 𝑁, 𝑢𝑠(𝑥) ≡

0, 𝑠 < 0.  

(8) 

 

Лемма 1. Уравнение (7) с соответствующим краевым условием  
 

𝑎)𝑢0(1) = 𝑏, 𝑏)𝑢′0(1) = 𝑏, 𝑐) 𝑢0(1) + 𝛽𝑢′0(1) = 𝑏 (9) 
 

имеет единственное решение представимое в виде: 

𝑢0(𝑥) = 𝑐𝐸(𝑥) + 𝐸(𝑥)∫
𝑓(𝑠)

𝑠𝑘𝑝(𝑠)
𝐸−1(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

1

, 

где 𝐸(𝑥) = 𝑒
−∫

𝑞(𝑠)

𝑝(𝑠)
𝑑𝑠

𝑥
1 ,  произвольная постоянная с примет соответствующее значение в 

зависимости от краевых условий: 

а) с=b; b) 𝑐 =
𝑓(1)−𝑏𝑝(1)

𝑞(1)
; c) 𝑐 =

𝑏𝑝(1)−𝛽𝑓(1)

𝑝(1)−𝛽𝑞(1)
. 

При f(0)=f00 имеем:  

𝑢0(𝑥) →
1

𝑥𝑘−1
, 1 < 𝑘 ∈ 𝑁, х→0. 

Доказательство. Уравнение (7) запишем в виде: 

𝑢′0(𝑥) +
𝑞(𝑥)

𝑝(𝑥)
𝑢0(𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑥𝑘𝑝(𝑥)
, 

Полученное равенство умножаем на интегрирующий множитель 𝑒
∫

𝑞(𝑠)

𝑝(𝑠)
𝑑𝑠

𝑥
1 : 

𝑢′0(𝑥)𝑒
∫
𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝑥
1 +

𝑞(𝑥)

𝑝(𝑥)
𝑢0(𝑥)𝑒

∫
𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝑥
1 =

𝑓(𝑥)

𝑥𝑘𝑝(𝑥)
𝑒
∫
𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝑥
1 , 

Нетрудно заметить, что 

(𝑢0(𝑥)𝑒
∫
𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝑥
1 )

′

=
𝑓(𝑥)

𝑥𝑘𝑝(𝑥)
𝑒
∫
𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝑥
1 , 

Интегрируя последнее равенство, получаем общее решение: 

𝑢0(𝑥) = 𝑒
−∫

𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝑥
1 ∫

𝑓(𝜉)

𝜉𝑘𝑝(𝜉)
𝑒
∫
𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝜉
1 𝑑𝜉

𝑥

1

+ 𝑐𝑒
−∫

𝑞(𝑠)
𝑝(𝑠)

𝑑𝑠
𝑥
1 , 

где с — произвольная постоянная. 

 Введем обозначение 𝐸(𝑥) = 𝑒
−∫

𝑞(𝑠)

𝑝(𝑠)
𝑑𝑠

𝑥
1 ,  тогда полученное общее решение можно 

записать в виде 

𝑢0(𝑥) = 𝐸(𝑥)∫
𝑓(𝜉)

𝜉𝑘𝑝(𝜉)
𝐸−1(𝜉)

𝑥

1

𝑑𝜉 + 𝑐𝐸(𝑥). 

Учитывая краевые условия (9) найдем соответствующие значения произвольной 

постоянной с: 

В случае 𝑎)𝑢0(1) = 𝑏: 



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 9. №2. 2023 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/87 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 13 

𝑢0(1) = 𝐸(1)∫
𝑓(𝜉)

𝜉𝑘𝑝(𝜉)
𝐸−1(𝜉)

1

1

𝑑𝜉 + 𝑐𝐸(1) ⇒ 𝑢0(1) = 𝑐 ⇒ 𝑐 = 𝑏; 

в случае 𝑏)𝑢′0(1) = 𝑏 (сначала вычислим производную): 

𝑢′0(𝑥) = 𝐸′(𝑥)∫
𝑓(𝜉)

𝜉𝑘𝑝(𝜉)
𝐸−1(𝜉)

𝑥

1

𝑑𝜉 +
𝑓(𝑥)

𝑥𝑘𝑝(𝑥)
+ 𝑐𝐸′(𝑥) ⇒ 

𝑢′0(1) =
𝑓(1)

𝑝(1)
−
𝑞(1)

𝑝(1)
𝑐 ⇒ 𝑐 =

𝑓(1) − 𝑏𝑝(1)

𝑞(1)
; 

в случае 𝑐) 𝑢0(1) + 𝛽𝑢′0(1) = 𝑏: 

𝑐 + 𝛽 (
𝑓(1)

𝑝(1)
−
𝑞(1)

𝑝(1)
𝑐) = 𝑏 ⇒ 𝑐 =

𝑏𝑝(1) − 𝛽𝑓(1)

𝑝(1) − 𝛽𝑞(1)
. 

Лемма доказана. 

Применяя лемму 1 последовательно к уравнениям (8) с соответствующими краевыми 

условиями:  

𝑎)𝑢𝑗(1) = 0, 𝑏)𝑢′𝑗(1) = 0, 𝑐) 𝑢𝑗(1) + 𝛽𝑢′𝑗(1) = 0, 𝑗 ∈ 𝑁, 

получим единственные решения представимые в виде: 

𝑢𝑗(𝑥) = 0,1 ≤ 𝑗 < 𝑚; 

𝑢𝑗(𝑥) = 𝑐𝑗𝐸(𝑥) + 𝐸(𝑥) ∫
𝑟(𝑠)𝑢𝑗−𝑚(𝑠)−𝑢𝑗−𝑛

″ (𝑠)

𝑠𝑘𝑝(𝑠)
𝐸−1(𝑠)𝑑𝑠

𝑥

1
, 𝑚 ≤ 𝑗 ∈ 𝑁, 

где произвольная постоянная с примет соответствующее значение в зависимости от 

краевых условий: 

а) с=0; b) 𝑐𝑗 =
𝑟(1)𝑢𝑗−𝑚(1)−𝑢𝑗−𝑛

″ (1)

𝑞(1)
; c) 𝑐𝑗 = −

𝛽(𝑟(1)𝑢𝑗−𝑚(1)−𝑢𝑗−𝑛
″ (1))

𝑝(1)−𝛽𝑞(1)
. 

При 𝑚(1 +
2

𝑘−1
) < 𝑛 имеем:  

𝑢1(𝑥) →
1

𝑥2(𝑘−1)
, 1 < 𝑘 ∈ 𝑁, х→0. 

Следовательно, ряд (6) можно представить в виде: 
 

𝑢𝜀(𝑥) =
1

𝑥𝑘−1
(�̃�0(𝑥) +

𝜀𝑚

𝑥𝑘−1
�̃�1(𝑥)+. . . + (

𝜀𝑚

𝑥𝑘−1
)
𝑗

�̃�𝑗(𝑥)+. . . ), 
(10) 

 

где �̃�𝑗 ∈ 𝐶∞[0,1], 𝑗 = 0,1, . .. 

Ряд (10) является асимптотическим относительно малого параметра  на интервале 𝑥 ∈

( √𝜀𝑚
𝑘−1

, 1], а на отрезке 𝑥 ∈ [0, √𝜀𝑚
𝑘−1

] нарушается свойство асимптотичности. 

Проведем детальное исследование в окрестности особой точки x=0. Для этого в 

окрестности этой точки сделаем растяжение координат (преобразование) х=εt, >0, тогда 

dx=εdt и dx2=ε2dt2 и уравнение (1) перепишется в виде: 

𝜀𝑛−2𝛼
𝑑2𝑦𝜀(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝜀(𝑘−1)𝛼𝑡𝑘𝑝(𝜀𝛼𝑡)

𝑑𝑦𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜀𝑘𝛼𝑡𝑘𝑞(𝜀𝛼𝑡)𝑦𝜀(𝑡) − 

−𝜀𝑚𝑟(𝜀𝛼𝑡)𝑦𝜀(𝑡) = 𝑓(𝜀𝛼𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜀−𝛼], 

Из левой части последнего равенства выделим главную часть, так как 𝜀𝑘𝛼 < 𝜀(𝑘−1)𝛼 , 

поэтому главная часть примет вид: 

𝜀𝑛−2𝛼
𝑑2𝑦𝜀(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝜀(𝑘−1)𝛼𝑡𝑘𝑝(𝜀𝛼𝑡)

𝑑𝑦𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝜀𝑚𝑟(𝜀𝛼𝑡)𝑦𝜀(𝑡). 

Уравнивая порядков поведения слагаемых по малому параметру двух любых членов, 

имеем соответствующие характерные пределы, возможны следующие три случаи: 
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1) 𝑛 − 2𝛼 = (𝑘 − 1)𝛼 ⇒ 𝛼 =
𝑛

𝑘+1
  ; 2) 𝑛 − 2𝛼 = 𝑚 ⇒ 𝛼 =

𝑛−𝑚

2
 ; 3) (𝑘 − 1)𝛼 = 𝑚 ⇒ 𝛼 =

𝑚

𝑘−1
. 

В первом случае, если 𝛼 =
𝑛

𝑘+1
, то получим:  

𝜀
𝑛(𝑘−1)

𝑘+1
𝑑2𝑦𝜀(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝜀

𝑛(𝑘−1)

𝑘+1 𝑡𝑘
𝑑𝑦𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝜀𝑚𝑦𝜀(𝑡). 

Пусть 𝜀𝑚𝑦𝜀(𝑡) = 𝜓𝜀(𝑡), тогда имеем выражение: 

𝜀
𝑛(𝑘−1)
𝑘+1

−𝑚 (
𝑑2𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝑡𝑘

𝑑𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
) − 𝜓𝜀(𝑡) 

по условию 
𝑛(𝑘−1)

𝑘+1
−𝑚 > 0 , поэтому при →0 главной частью является ( )t   и здесь 

отсутствует производная функций ( )t . Поэтому случай 𝛼 =
𝑛

𝑘+1
 не будем рассматривать. 

Во втором случае, если 𝛼 =
𝑛−𝑚

2
 и 𝜀𝑚𝑦𝜀(𝑡) = 𝜓𝜀(𝑡), то получим 

𝑑2𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡2
− 𝜓𝜀(𝑡) + 𝜀

(𝑘−1)(𝑛−𝑚)
2

−𝑚𝑡𝑘
𝑑𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
 

и здесь главной частью является выражение: 
𝑑2𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡2
− 𝜓𝜀(𝑡) 

в которой присутствует производная второго порядка. Поэтому этот случай 𝛼 =
𝑛−𝑚

2
 

будем исследовать. 

И последний случай, если 𝛼 =
𝑚

𝑘−1
 и 𝜀𝑚𝑦𝜀(𝑡) = 𝜓𝜀(𝑡), то получим выражение: 

𝜀𝑛−𝑚−
2𝑚

𝑘−1
𝑑2𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝑡𝑘

𝑑𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝜓𝜀(𝑡), 

главной частью которого является выражение: 𝑡𝑘
𝑑𝜓𝜀(𝑡)

𝑑𝑡
−𝜓𝜀(𝑡). 

Этот случай тоже будем исследовать, так как и здесь в главной части присутствует 

производная первого порядка. 

В результате в пограничном слое мы получили два характерных предела, это во втором и 

в третьем случаях. Нетрудно заметить, что если выполняется равенство 𝑚 =
𝑛(𝑘−1)

𝑘+1
, то все эти 

три случая совпадут, т. е. будут одинаковыми.  

Так как 
𝑛−𝑚

2
>

𝑚

𝑘−1
 поэтому второй случай будет описывать левый пограничный слой, а 

третий случай будет описывать промежуточный пограничный слой между левым 

пограничным слоем и внешним решением. Ряд (10) тоже подсказывает каким должна быть 

внутренняя переменная в соседнем пограничном слое, который пересекается с внешним 

решением, т. е. 𝑥 = √𝜀𝑚
𝑘−1

𝑡. 
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