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Аннотация. Рассматривается асимптотическое поведение решений системы сингулярно 

возмущённых дифференциальных уравнений с логарифмическими полюсами. 

Рассматриваемая система имеет положение равновесия, устойчивость которого нарушается 

при определённом значении медленной переменной. Основное внимание уделяется явлению 

задержки решения после потери устойчивости, при котором траектория решения системы 

быстрых переменных в течение конечного промежутка времени остаётся вблизи 

неустойчивого положения равновесия. Для проведения анализа, система приводится к 

комплексной форме и сводится к интегральному уравнению специального вида. В 

комплексной плоскости строится соответствующая область, и с использованием методов 

линии уровня и последовательных приближений доказывается существование решения. 

Получена асимптотическая оценка решения на отрезке, часть которого соответствует 

неустойчивому положению равновесия. Полученные результаты уточняют влияние 

логарифмических полюсов на динамику системы и описывают область, в которой наблюдается 

явление задержки решения. 

 

Abstract. Examines the asymptotic behavior of solutions to a system of singularly perturbed 

differential equations with logarithmic poles. The system under consideration possesses an 

equilibrium point whose stability is lost at a certain value of the slow variable. The main focus is on 

the phenomenon of solution delay after the loss of stability, in which the trajectory of the solution 

corresponding to the fast variables remains in the vicinity of the unstable equilibrium point for a finite 

time interval. For the analysis, the system is transformed into a complex form and reduced to a special 

type of integral equation. An appropriate domain is constructed in the complex plane, and the 

existence of a solution is proved using the methods of level curves and successive approximations. 

An asymptotic estimate of the solution on an interval, part of which corresponds to the unstable 
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equilibrium, is obtained. The results clarify the influence of logarithmic poles on the system dynamics 

and describe the region in which the phenomenon of solution delay is observed. 

 

Ключевые слова: сингулярные возмущения, логарифмический полюс, изменение 

устойчивости, асимптотические оценки, метод последовательных приближений, линии уровня 

монотонность. 

 

Keywords: singular perturbations, logarithmic pole, change of stability, asymptotic estimates, 

method of successive approximations, level curves monotonicity. 

 

Обьект исследования и постановка задачи 

Основным обьектом исследования является уравнение следующего вида 
 

                                                          𝜀𝑥′ = 𝐴(𝑦)𝑥̃ + 𝑓(𝑥̃),                                                              (1) 
 

 𝑦′ = 1, (2) 
 

где 0 < 𝜀  – малый вещественный параметр; 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥4), 𝑥̃ = (𝑥1 − 𝑦, 𝑥2, 𝑥3 −

𝑦, 𝑥4), 𝐴(𝑦) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐴1(𝑦), 𝐴2(𝑦)),  𝐴1(𝑦), 𝐴2(𝑦)  некоторые матрицы второго порядка; 𝑓(0) ≡

0. 

Уравнения вида (1)-(2) называются сингулярно возмущенными. В данной работе 

рассмотрим следующий случай: 
 

𝐴1(𝑦) = (
2𝑦 −2
2 2𝑦

) , 𝐴𝑗(𝑦) =

(

 
 

2𝑦

𝑦2 + 1
−

2

𝑦2 + 1
2

𝑦2 + 1

2𝑦

𝑦2 + 1
)

 
 
. 

 

 

Особенность рассматриваемого случая заключается в том, что нули и полюса 

собственных значений матрицы 𝐴(𝑦) попарно совпадают.  

Система (1) называется системой быстрых движений [1, 2] и она в точке (𝑦, 0, 𝑦, 0) имеет 

положение равновесия, причем положение равновесия устойчива при 𝑦 < 0 и неустойчива при 

𝑦 > 0 т.е при переходе значения 𝑦 = 0 устойчивость положения теряется.  

Задача. Исследовать реешение системы (1) на (3 Р).  

Такие задачи исследованы в [3-9]. Для решения задачи используем метод разработтанный 

в [5, 10].  

Решение задачи. 

1. Матрица 𝐴(𝑦) имеет собственные значения 

𝜆1,2(𝑦) = 2(𝑦 ± 𝑖), 𝜆3,4(𝑦) =
2

𝑦±𝑖
. 

Решение уравнения (2) возьмём в виду 𝑦 = 𝑡  и для решения системы (1) рассмотрим 

задачу 
 

‖𝑥̃(𝑡0, 𝜀)‖ ≤ 𝑂(𝜀),  𝑡0 ∈ 𝑅 и  𝑡0 < 0. В (3) 
 

введем новые функции следующим образом 

 

 𝑥1 − 𝑡 = 𝑢1,  𝑥2 = 𝑢2,  𝑥3 − 𝑡 = 𝑢3,  𝑥4 = 𝑢4. 
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Имеем систему уравнений 
 

𝜀𝑢1
′ = 2𝑡𝑢1 − 2𝑢2 + 𝑓1(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) − 𝜀, 
𝜀𝑢2

′ = 2𝑢1 − 2𝑡𝑢2 + 𝑓2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4), 

𝜀𝑢3
′ =

2𝑡

𝑡2 + 1
𝑢3 −

2

𝑡2 + 1
𝑢4 + 𝑓3(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) − 𝜀, 

𝜀𝑢4
′ =

2

𝑡2 + 1
𝑢3 −

2𝑡

𝑡2 + 1
𝑢4 + 𝑓4(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4). 

(4) 

 

В (4) второе уравнение умножив на (𝑖) и сложим с первым уравнением (затем проведем 

вычитание в том же порядке), четвертое уравнение умножив на (−𝑖) и сложим с четвертым 

(затем проведем вычитание в том же порядке). 

В результате проведенных действий получим систему 
 

𝜀𝑧1
′ = 𝜆1(𝑡)𝑧1 − 𝜀 + 𝑓11(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 

𝜀𝑧2
′ = 𝜆2(𝑡)𝑧2 − 𝜀 + 𝑓21(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 

𝜀𝑧3
′ = 𝜆3(𝑡)𝑧3 − 𝜀 + 𝑓31(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 

𝜀𝑧4
′ = 𝜆4(𝑡)𝑧4 − 𝜀 + 𝑓41(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4), 

(5) 

 

с начальным условием 
 

    ‖𝑧(𝑡0, 𝜀)‖ ≤ 𝑐1𝜀,   (6) 
 

где 𝜆1,2(𝑡) = 2(𝑡 ± 𝑖), 𝜆3,4(𝑡) =
2

𝑡±𝑖
,   𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4),  𝑓𝑗1 = 𝑓1 + (−1)

𝑗−1𝑓2, 𝑗 = 1, 2; 

𝑓𝑗1 = 𝑓3 + (−1)
𝑗−1𝑓4, 𝑗 = 3, 4. 

Здесь и далее буквами 𝑐1, 𝑐2, …  будем обозначать положительных постоянных не 

зависящих от ε. Пусть выполняются условия: 

У1. 𝑓(𝑧) ∈ 𝑄(𝐻) – пространство аналитических функций в области  
 

𝐻 = {(𝑡, 𝑧), 𝑡 ∈ 𝐷, ‖𝑧‖ ≤ 𝑐2}, 
 

где  𝐷 = {𝑡 ∈ 𝐶 − множество комплексных чисел, |𝑡| ≤ 𝑟0 ∈ 𝑅}; 
 

𝑓1(𝑧) = (𝑓11(𝑧), 𝑓21(𝑧), 𝑓31(𝑧), 𝑓41(𝑧)). 

У2. ∀((𝑡, 𝑧̃), (𝑡, 𝑧̃)) ∈ 𝐻(‖𝑓1(𝑧̃) − 𝑓1(𝑧̃̃)‖ ≤ 𝑐3‖𝑧̃ − 𝑧̃̃‖𝑚𝑎𝑥{‖𝑧̃‖, ‖𝑧̃̃‖}. 
 

Задачу (5)-(6) заменим следующим 
 

𝑧𝑗 = 𝑧𝑗0𝑒𝑥𝑝
𝐹𝑗(𝑡)

𝜀
+
1

𝜀
∫[−𝜀 + 𝑓𝑗1(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)]𝑒𝑥𝑝

𝐹𝑗(𝑡) − 𝐹𝑗(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

   

(7) 

 

где 𝐹𝑗(𝑡) = ∫ 𝜆𝑗(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, 2, 3, 4.   
𝑡

𝑡0
 

Теперь основная задача заклячается в исследовании асимптотического поведения 

решения системы (7).  

Для решения этой задачи к (7) применим метод последовательных приближений. 

Последовательные приближения определим следующим образом 
 

𝑧𝑗𝑚 = 𝑧𝑗0𝑒𝑥𝑝
𝐹𝑗(𝑡)

𝜀
+
1

𝜀
∫[−𝜀 + 𝑓𝑗1(𝑧1𝑚−1, 𝑧2𝑚−1, 𝑧3𝑚−1, 𝑧4𝑚−1)]𝑒𝑥𝑝

𝐹𝑗(𝑡) − 𝐹𝑗(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0

  

(8) 

 

𝑧𝑗0 ≡ 0,𝑚 = 1, 2, … 
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Определим область в комплексной плоскости. Для этого рассмотрим функции 

 

𝐹𝑗0(𝑡) = (𝑡 ± 𝑖)
2, 𝑗 = 1, 2; 𝐹𝑗0(𝑡) = 2 ln(𝑡 ± 𝑖) , 𝑗 = 3, 4. 

𝐹𝑗(𝑡) = 𝐹𝑗0(𝑡) − 𝐹𝑗0(𝑡0). 

Для определения области используем функции  
 

𝑅𝑒𝐹𝑗0(𝑡) (𝑗 = 1, 2, 3, 4). 
 

Заметим, что функции  𝑅𝑒𝐹10(𝑡)и 𝑅𝑒𝐹20(𝑡); 𝑅𝑒𝐹30(𝑡) и 𝑅𝑒𝐹40(𝑡) в симметричных точках, 

относительно действительной оси, принимают равные значения. Далее симметрию будем 

понимать, только относительно действительной оси. 

Возьмём функцию 𝐹10 = 𝑡1
2 + (𝑡2 − 2)

2 

и определим линию уровня 𝑡1
2 + (𝑡2 − 2)

2 = 9. 

Отсюда определяем функцию 
 

𝑡2 = 2 − √9 − 𝑡1
2.   

(K_1 ) 

 

Функции 𝑅𝑒𝐹1  и 𝑅𝑒𝐹4  рассмотрим на кривой (𝐾1) , причем будем считать, что −√5 ≤

𝑡1 < 0. 

При таком условии (𝐾1) соединяет точки (−√5; 0) и (0; -1). 

𝑅𝑒𝐹1 = 𝑡1
2 − (𝑡2 + 1)

2 = 𝑡1
2 − (3 − √9 − 𝑡1

2)

2

. 

Определим монотонность 𝑅𝑒𝐹1. Имеем  

(𝑅𝑒𝐹1)
ʹ = 2𝑡1 − 2(3 − √9 − 𝑡1

2) ∙
𝑡1

√9 − 𝑡1
2
= 2𝑡1 (2 −

3

√9 − 𝑡1
2
) = 

= 2𝑡1
25 − 4𝑡1

2

√9 − 𝑡1
2 (2√9 − 𝑡1

2 + 3)
. 

Отсюда следует при (−√5 ≤ 𝑡1 < 0 функция 𝑅𝑒𝐹1 строго убывает по (𝐾1). 

Теперь проверим на монотонность 𝑅𝑒𝐹4  на кривой (𝐾1) . Для этого достаточно 

рассмотреть функцию  

𝐹40 = 𝑡1
2 + (𝑡2 − 1)

2. 

Имеем  

𝐹40 = 𝑡1
2 + (1 − √9 − 𝑡1

2)

2

.  

Отсюда 

(𝐹40)
ʹ = 2𝑡1 + 2(1 − √9 − 𝑡1

2) ∙
𝑡1

√9 − 𝑡1
2
=

2𝑡1

√9 − 𝑡1
2
 . 

 

Следовательно при −√5 ≤ 𝑡1 < 0 функция 𝐹40, а также 𝑅𝑒𝐹4 убывают. 

Возьмём  
 

𝑡2 = 𝑡1 − 1 + 𝛿 (0 < 𝛿 − не зависит от 𝜀)   (K_2 ) 
 

Как и в предыдущем случае установим монотонность функций 𝑅𝑒𝐹1(𝑡) и 𝐹40 на кривой 

(𝐾2). Имеем 𝑅𝑒𝐹1(𝑡) = 𝑡1
2 − (𝑡2 + 𝛿)

2, (𝑅𝑒𝐹1)
ʹ = −2𝛿 < 0. 𝑅𝑒𝐹1(𝑡)- строго убывает по (𝐾2). 

Далее 𝐹40 = 𝑡1
2 + (𝑡1 − 2 + 𝛿)

2, 𝐹40
′ = 4(𝑡1 −

2−𝛿

2
). 
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Согласно полученного выражения для 𝐹40
′  , если 𝑡1 <

2−𝛿

2
 , то 𝐹40 -убывает по (𝐾2).  (𝐾2) 

пересекает ось 𝑡1  в точке 𝑡10 = 1 − 𝛿  и 1 − 𝛿 <
2−𝛿

2
.  Таким образом 𝐹40  строго убывает по 

(𝐾2). Определим (𝐾̅1), (𝐾̅2)  симметричные к (𝐾1), (𝐾2).  

Функции 𝑅𝑒𝐹1  и 𝑅𝑒𝐹2 ; 𝑅𝑒𝐹3  и 𝑅𝑒𝐹4  в симметричных точках принимают равные 

значения. Тогда по (𝐾̅1) ∪  (𝐾̅2) функции 𝑅𝑒𝐹2 и 𝑅𝑒𝐹3 также убывают. Область ограниченный 

(𝐾1), (𝐾2), (𝐾̅1), (𝐾̅2) обозначим 𝐷0 (Рисунок). 

 

 
 

Рисунок. Область 𝐷0 
 

Последовательные приближения (8) рассмотрим в области 𝐷0 . Определим пути 

интегрирования для (8). Путь для 𝑧1𝑚, 𝑧2𝑚 состоит из части (𝐾1) ∪ (𝐾2) соединяющего точки 

𝑡0 = −√5 и 𝑡̃; прямолинейного отрезка соединяющего точки 𝑡̃ = 𝑡1 + 𝑖𝑡̃2, 𝑡 = 𝑡1 + 𝑖𝑡2.  

Пуcть для 𝑧2𝑚, 𝑧3𝑚 выбирается симметричным к путьям для 𝑧1𝑚, 𝑧4𝑚.  

Переходим к оценке и доказательству равномерной сходимости (8) в области 𝐷0.  

Пусть  
 

  ‖𝑧𝑚‖ ≤ 𝛼𝑚(𝜀),    ∀𝑡 ∈ 𝐷0,  (9) 
 

где 𝛼𝑚(𝜀)-некоторая положительная функция от ε. Если 𝑚 = 1, то ‖𝑧1‖ ≤ 𝛼1(𝜀). 

Исходя из выбранных путей интегрирования имеем ‖𝑧1‖ ≤ 𝑐1(𝜀)|𝐸(𝑡0, 𝑡, 𝜀)| +

|∫ 𝐸(𝜏, 𝑡, 𝜀)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0
|, где 𝐸(𝜏, 𝑡, 𝜀) = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑒𝑥𝑝

1

𝜀
(𝐹1(𝑡) − 𝐹1(𝜏)),… , 𝑒𝑥𝑝

1

𝜀
(𝐹4(𝑡) − 𝐹4(𝜏))). 

По выбраным путьям 𝑅𝑒𝐹𝑗(𝑡)  строго убывают. Тогда |𝐸(𝑡0, 𝑡, 𝜀)| ≤ 1.  и интегралы 

∫ 𝑒𝑥𝑝
𝐹𝑗(𝑡)−𝐹𝑗(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0
 можно интегрировать по частьям.  

Учитывая сказанное получим ‖𝑧1‖ ≤ 𝑐1𝜀 + 𝑐11𝜀 = 𝑐4𝜀, 𝑐4 > 𝑐1. Далее, учитывая У1, У2 

имеем ‖𝑧𝑚+1‖ ≤ 𝑐4𝜀 +
𝑐3

𝜀
|∫ ‖𝑧𝑚‖

2‖𝐸(𝜏, 𝑡, 𝜀)‖|𝑑𝜏|
𝑡

𝑡0
| ≤ 𝑐4𝜀 +

𝑐5

𝜀
𝛼𝑚
2 (𝜀)𝜀 = 𝑐4𝜀 + 𝑐5𝛼𝑚

2 (𝜀), 
 

‖𝑧𝑚+1‖ ≤ 𝑐4𝜀 + 𝑐5𝛼𝑚
2 (𝜀), 𝑐5 > 𝑐4. (10) 
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Таким образом 𝛼𝑚+1(𝜀) = 𝑐4𝜀 + 𝑐5𝛼𝑚
2 (𝜀). 

Если 𝑚 = 1,  то 𝛼2(𝜀) = 𝑐4𝜀 + 𝑐5𝛼1
2(𝜀) ≤ 𝑐4𝜀 + 𝑐5𝑐4

2𝜀2 = 𝜀(𝑐4 + 𝑐5𝑐4
2𝜀).  Пусть 𝑐4 +

𝑐5𝑐4
2𝜀 ≤ 𝑐5  или 𝜀 ≤

𝑐5−𝑐4

𝑐5𝑐4
2 .  При таком условии 𝛼2(𝜀) ≤ 𝑐5𝜀.  Также 𝛼3(𝜀) ≤ 𝑐4𝜀 + 𝑐5

3𝜀2 = 𝜀(𝑐4 +

𝑐5
3𝜀). Пусть 𝜀 ≤

𝑐5−𝑐4

𝑐5
3 . Условия наложенные на ε, при малых значениях ε выполняются. Тогда 

𝛼3(𝜀) ≤ 𝑐5𝜀. Итого получим 

𝛼𝑚+1(𝜀) ≤ 𝑐5𝜀, 𝑚 = 0, 1, 2, …    (11) 
 

Учитывая (11) оценку (10) можем записать в виде 
 

‖𝑧𝑚+1‖ ≤ 𝑐5𝜀,𝑚 = 0, 1, 2, … ;  𝑡 ∈ 𝐷0.  (12) 
 

Докажем равномерную сходимость (8). 

Пусть справедлива оценка 
 

‖𝑧𝑚 − 𝑧𝑚−1‖ ≤ 𝛽𝑚(𝜀), 𝑡 ∈ 𝐷0,    (13) 
 

где 𝛽𝑚(𝜀) -некоторая положительная функция от ε. Если 𝑚 = 1,  то 𝛽1(𝜀) ≤ 𝑐5𝜀.  Далее 

имеем ‖𝑧𝑚 − 𝑧𝑚−1‖ ≤
1

𝜀
|∫ 𝑐3‖𝑧𝑚 − 𝑧𝑚−1‖𝑚𝑎𝑥{‖𝑧𝑚‖, ‖𝑧𝑚−1‖} ∙ ‖𝐸(𝜏, 𝑡, 𝜀)‖|𝑑𝜏|
𝑡

𝑡0
| ≤

𝑐3

𝜀
𝛼𝑚(𝜀) ∙

𝑐5𝜀 |∫ ‖𝐸(𝜏, 𝑡, 𝜀)‖|𝑑𝜏|
𝑡

𝑡0
| ≤ 𝑐3𝑐5(𝜀) ∙ 𝑐0𝜀 = 𝑐0𝑐3𝑐5𝜀𝛽𝑚(𝜀), 𝛽𝑚+1(𝜀) = 𝑐0𝑐3𝑐5𝜀𝛽𝑚(𝜀).  

Отсюда имеем: если 𝑚 = 1,  то 𝛽2(𝜀) = 𝑐0𝑐3𝑐5𝜀𝛽1(𝜀) ≤ 𝑐0𝑐3𝑐5𝜀 ∙ 𝑐5𝜀 = 𝑐0𝑐3(𝑐5𝜀)
2;  если 

𝑚 = 2, то 𝛽3(𝜀) ≤ 𝑐0𝑐3𝑐5𝜀𝛽2(𝜀) ≤ (𝑐0𝑐3)
2(𝑐5𝜀)

3.  

Таким образом 𝛽𝑚+1(𝜀) ≤ (𝑐0𝑐3)
𝑚(𝑐5𝜀)

𝑚+1 =
1

𝑐0𝑐3
(𝑐0𝑐3𝑐5𝜀)

𝑚+1. При условии 

(𝑐0𝑐3𝑐5𝜀) < 1, ряд ∑ (𝑧𝑚 − 𝑧𝑚−1)
∞
𝑚=1  равномерно сходится, в 𝐷0, к некоторой функции 𝑧(𝑡, 𝜀), 

которая является решением (7). Если учесть (12), для этого решения справедлива оценка  
 

‖𝑧‖ ≤ 𝑐5𝜀, 𝑡 ∈ 𝐷0.   (14) 
 

Доказана следующая теорема. 

Теорема. Пусть рассматривается задача (5-6) при условии У1-У2. Тогда существует 

область 𝐷0 ∈ 𝐷  и 𝑧(𝑡, 𝜀)  – решение этой задачи определенное в 𝐷0  и для этого решения 

справедлива оценка (14). 

Следствие. Если оценку (14) рассмотреть на действительной оси, то для решения систем 

(1)-(2) получим 
 

‖𝑥̃‖ ≤ 𝑐5𝜀,  𝑡0 = −√5 ≤ 𝑡 ≤ 1 − 𝛿.  (15) 
 

Оценка (15) показывает, когда положение равновесия становится неустойчивым, то 

решение системы (1) не сразу покидает возникщее неустойчивое положение равновесия, а 

остается в близи него на отрезке [0; 1 − 𝛿] времени 𝑡. 
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