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Аннотация. В работе проведен сравнительный анализ асимптотической оценки 

интегралов содержащих большой положительный параметр. Необходимость исследования 

асимптотического поведения таких интегралов обьясняется тем, что математические задачи 

для различных процессов сводятся к исследованию обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Решения таких уравнений представляются через специальные или другие 

функции. Асимптотические поведения таких функций требуют исследование интегралов 

содержащих большой параметр. Рассмотрены два вида интеграла в комплексной плоскости. 

Для получения асимптотики к одному из интегралов применяется метод перевала, а к 

другому метод спуска. Подробное описание приведено в работе. Выявлены сходство и 

различие этих методов. 

 

Abstract. In this paper, a comparative analysis of the asymptotic estimate of integrals 

containing a large positive parameter is carried out. The need to study the asymptotic behavior of 

such integrals is explained by the fact that mathematical problems for various processes are reduced 

to the study of ordinary differential equations. Solutions of such equations are represented through 

special or other functions. Asymptotic behavior of such functions requires the study of integrals 

containing a large parameter. Two types of integral in the complex plane are considered. To obtain 

asymptotics, the saddle-point method is applied to one of the integrals, and the descent method is 
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applied to the other. A detailed description is given in paper. Similarities and differences between 

these methods are revealed. 

 

Ключевые слова: интеграл, большой параметр, контур интегрирование, линии уровня, 

сходимость, асимптотическая оценка. 

 

Keywords: integral, large parameter, integration contour, level lines, convergence, asymptotic 

estimate. 

 

Многие математические задачи в физике, механике и других отраслей науки приводятся 

к исследованию специальных линейных дифференциальных уравнений второго порядка, с 

переменными коэффициентами. Решениями таких уравнений являются специальные 

функции, которые выражаются через интегралы [1, 2]. Одним из таких интегралов  являются 

интегралы вида  
 

 F1(λ) = ∫ φ(ũ) exp(λf(ũ)) dũ

(γ1)

,       
(1) 

 

где λ → ∞ большой параметр. 

В (1), интеграл может быть одномерным или многомерным. Мы рассмотрим только 

одномерный случай. В этом случае область интегрирования (γ1) можеть быть интервалом 

вещественной оси, контуром в комплексной плоскости. 

Если в (1): функция f(ũ) вещественнозначная, а Ω некоторый интервал в вещественной 

оси, то для получения асимптотичекской оценки (1) применяются методы интегрирование по 

частьям или Лапласа; f(ũ) = ia(ũ), где a(ũ) ‒ вещественно значная функция, то применяется 

метод стационарной фазы. Об этих методах более подробноможно знакомится в работах ряда 

авторов [3-7]. 

Исследования сингулярно возмущенных уравнений с аналитическими функциями 

(СВУ) проведенные в работах авторов [8-10, 14-21] показывают, что асимптотическое 

поведение решении определяются, в основном, интегралами вида:  
 

F2(λ) = ∫ φ(ũ) expλ[f(u) − f(ũ)] dũ

(γ2)

,     
(2) 

 

где Ω ⊂ C  – комплексная плоскость, а Ω  – ограниченная область; λ→+∞ большой 

параметр (λ=
1

ε
, 0 < 𝜀 − малый вещественной параметр); (γ2)  – путь интегрирование 

соединяющая точки  u0, u ∈ Ω.  

Основная цель настоящей работы, провести сравнительный анализ методов  

асимптотической оценки интегралов (1), (2), когда (γ1)  и (γ2)  контуры в комплексной 

плоскости. 

Определение 1. Если 
0T   и 𝑓(𝑇0) = 0, … , 𝑓(𝑛−1)(𝑇0) = 0, 𝑓(𝑛)(𝑇0) ≠ 0 , то точка 

0T  

называется n кратным нулем функции 𝑓(𝑢). Если n=1, то нуль называется простым [8]. 

Определение 2. Если 
0T n  кратный нуль функции  𝑓(𝑢) , то будем говорить, что 

0T  

является точкой перевала функции 𝑅𝑒𝑓(𝑢) и 𝐼𝑚𝑓(𝑢). n назовём порядком точки перевала.  

Конформное отображение области и преобразование интегралов 

Пусть выполняются условия: 
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У1. 𝜑(𝑥), 𝑓(𝑢) ∈ 𝑄(Ω) пространство аналитических функций в области Ω, а С  и 

односвязная, открытая, ограниченная область.  

У2. 
0T   и 𝑓(𝑇0) = 0, … , 𝑓(𝑛−1)(𝑇0) = 0, 𝑓(𝑛)(𝑇0) ≠ 0 ; 

0 ( ( ) 0, ( ) 0).u u T F u F u     (𝑓(𝑢) ≠

0, 𝑓ʹ(𝑢) ≠ 0). 

Согласно У.1-У.2 функция 𝑓(𝑢)  можно представить в виде 𝑓(𝑢) = (𝑢 − 𝑇0)𝑛𝑓0(𝑢), где 

𝑓0(𝑢0) ≠ 0. Тогда преобразование 
 

𝑡 = (𝑢 − 𝑇0)𝑓0

1

𝑛(𝑢), 
(3) 

 

где 𝑓0

1

𝑛(𝑢) означает любую непрерывную, однозначную ветвь корня n-й степени из 𝑓(𝑢); 

является локально взаимно-однозначным и конформным в окрестности точки 
0T  и 

отображает окрестность точки  
0T  в некоторый круг плоскости t с центром в точке (0;0).  

Доказательство. Из (3) имеем  

𝑑𝑡

𝑑𝑢
= 𝑓0

1
𝑛(𝑢) + (𝑢 − 𝑇0)

1

𝑛
𝑓0

1
𝑛

−1
(𝑢). 

Отсюда пологая 
0u T= получим  

𝑑𝑡

𝑑𝑢
= 𝑓0

1
𝑛(𝑇0) ≠ 0. 

Согласно У.2 
𝑑𝑡

𝑑𝑢
≠ 0 (если 

0u T  ). Лемма доказана. Из (3) имеем 

𝑓(𝑢) = 𝑡𝑛 

В плоскости t рассмотрим функцию 
 

( ) nA t t=  (4) 

 

Не ограничивая общности считаем, область Ω является окрестностью точки 
0.T  Пусть 

0{ , | | }D t C t r=   − круг, на который отображается область Ω, согласно Леммы 1. Далее, 

не ограничивая общности можно рассмотреть случай, 𝑛 = 2 [18]. Из (4) имеем 
2( ) .A t t=  

Полагая 
1 2t t it= +  рассмотрим функции 

2 2

1 2 1 2Re ( ) , Im ( ) 2 .A t t t A t t t= − = Линия уровня 

0( ) { , Re ( ) 0}p t D A t=  = круг D разделяет на четыре сектора 
1 2 3 4, , , ,D D D D причем в 

каждом из этих секторов Re ( )A t  положительна или отрицательна. Отрицательные сектора 

обозначим 
1 2, ,D D а положительные 

3 4, .D D   

 
 

Рисунок 1. Сектора 
jD  и ,( 1,2,3,4)j j =  
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Поскольку преобразование (3) обратима, то существует функция 

( )u t=
отображающая круг D в область Ω. Таким образом вместо (1)-(2) можно 

рассмотреть интегралы: 
 

 𝐹11(𝜀) = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,   

𝛾∗

 
(5) 

 

𝐹21(𝑡, 𝜀) = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏,

𝛾∗

 
(6) 

 

где λ=
1

ε
, 0<ε-достаточно малый вещественный параметр, f1(τ) = φ(τ) ∙ ψʹ(τ). 

После проведенного преобразования интегралы (5)-(6) рассматриваются в круге D. 

 

Асимптотическая оценка интеграла (5). Для асимптотической оценки интеграла (5), в 

комплексных областях, применяют метод перевала [3-7]. Суть этого метода заключается в 

следующем: Основной вклад в асимптотику интеграла дают те точки, где достигается: 
 

mIn
𝛾∗∈Г

max
𝜏∈𝛾∗

𝑅𝑒𝐴(𝜏), (7) 

 

где Г ‒ множество контуров, начало и конец, которых совпадает с началом и концами 

контуров γ∗ . Условие У.1 позволяет деформировать контур γ∗  [22] и выбрать наиболее 

оптимальный вариант, для которого выполняется (7). К сожалению, еще не разработан 

наиболее простой алгоритм позволяющий найти такой контур. Некоторые приемы, 

позволяющие это сделать, рассмотрены в [5]. Метод перевала также носит название «метод 

наискорейшего спуска», «метод седловой точки». 

Отметим, при выборе (деформирование) путей интегрирования должно учитываться 

условие A(τ) ≤ 0, т.е. для сходимости интеграла (5) в D неободимо ∀t ∈ D(ReA(t) ≤ 0). При 

этом знак равенство имеет место только на границах D. Действительно существует t0 ∈ D и 

t0 внутренняя точка D и ReA(t0) = 0. Тогда существует линия уровня (p0) = {t ∈ D, ReA(t) =

ReA(t0) = 0}. 

Линия (p0) проходит через точку t0 и утирается к границе D и область D делит на части 

D1  и  D2 . Возьмём произвольную точку t̃ ∈ (p0)  и проведем линию уровня (q̃) = {t ∈

D, JmA(t) = JmA(t̃) = q̃ − const}. 

Рассмотрим ReA(t) вдоль (q̃). Вдоль (q̃) ReA(t) строго монотонна и ReA(t̃) = 0. Тогда 

должно быть 

(∀t ∈ D1(ReA(t) < 0)⋀∀t ∈ D2(ReA(t) > 0))⋁(∀t ∈ D1(ReA(t) > 0)⋀ 

⋀∀t ∈ D2(ReA(t) < 0)). 

Таким образом в обеих случаях существует часть области D , где ReA(t) > 0 . Это 

противоречи условию сходимости (5). Таким образом ReA(t) = 0 только на граничных точках 

области D . В частности, если D  замкнутая, то точки для которых ReA(t) = 0  определяет 

линию уровня (p0). Отсюда следует в (5) начало контура должна принадлежать (p0) или 

должна быть внутренней точкой D. 

Таким образом, для интеграла (5) начало и конец контура должна лежать на 

отрицательных секторах или на границах секторов. С другой стороны, искомый, контур γ∗ 

должна проходит через точку перевала (в нашем случае через точку (0;0)) и лежать на 
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секторах 1 2,D D . Если контур γ∗  будет лежать только на одном из этих секторов, то не 

выполняется минимаксное свойство контура. Для уточнения γ∗ рассмотрим линию уровня: 
 

0 1 2( ) { , Im ( ) 2 0}q t D A t t t=  = = . 

Линия 0( )q в точке (0;0) разветвляется. Одна из ветвей 

01 1 0 2 0( ) { , 0, }q t D t r t r=  = −    проходит через сектора 1 2,D D , а другая 

02 0 1 0 2( ) { , , 0}q t D r t r t=  −   =  через сектора 3 4,D D . Так как контур γ∗ должна пройти 

через сектора 1 2,D D , то целесообразно заменить γ∗ ветвью 01( )q [3-4]. Тогда имеем 
 

∫ 𝑓1(𝜏)𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏 = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑒𝑥𝑝

𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏 = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑒𝑥𝑝

−𝜏2
2

𝜀
𝑖𝑑𝜏2.   

Т1

𝑡0

 

(𝑞01)

 

𝛾∗

 

(8) 

 

В (8) 0t  и 1T  числа разных знаков, следовательно основной вклад в интеграле (8) даёт 

окрестность 2  −    
( 0 

 и достаточно малое число). Учитывая это из (8) имеем 

 
1

0

2 2

2 2
1 2 1 2( )exp ( )exp

T

t

i f id i f id





 
   

 
−

− −
 

 
 

К последнему интегралу применяя метод Лапласа  получим 11 1( ) ( (0))F if 
 . 

Заметим во многих случаях, оценка интегралов (5) методом перевала сводится к методу 

Лапласа. Позже эту оценку получим другим путем и докажем, что она не улучшаемая.  

Асимптотическая оценка интеграла (6). Теперь рассмотрим интеграл (6) и секторы 

D1, D2, D3, D4.  

Для 0t  возможны различные варианты: 0 1 0 2 0 3 0 4 0, , , , 0t D t D t D t D t    = . 

а) Сначала рассмотрим случай 0 4 0,t D t R  −множество действительных чисел.  

Если 0 4,t D  то 0 0t  . 

Предварительные построения. Введем обозначение D1
1 = D1 ∪ D2 ∪ D4  , при этом 

считаем, ветви линии уровня (p0) ограничивающие область 
1

1D
 принадлежат этой области. 

Область 
1

1D
 частью оси 1,t принадлежащее 

1

1D
, разделяется на две симметричные 

части. Эти части обозначим 
11 12

1 1,D D
.  

Асимптотическую оценку (6) проведем в 
11

1D
.  

Согласно принципа симметрии в 
12

1D
 получаются аналогичные оценки (Рисунок 2). 
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Рисунок 2. Области 𝐷1

11,𝐷1
12 

 

Введем следующие линии 

(𝑝(𝑡0)) = {𝑡 ∈ 𝐷1
1, 𝑡1

2 − 𝑡2
2 = 𝑡0

2}; 
(𝑝01) = {𝑡 ∈ 𝐷1

11, 𝑡1 − 𝑡2 = 0}; 
(𝑝02) = {𝑡 ∈ 𝐷1

11, 𝑡1 − 𝑡2 = −𝜀𝜆, 0 < 𝜆 < 1}; 

(𝑝03) = {𝑡 ∈ 𝐷1
11, 𝑡1 − 𝑡2 = −𝑞1, 0 < 𝑞1 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 не зависящая от ε

}
; 

(𝑝04) = {𝑡 ∈ 𝐷1
11, 𝑡1 − 𝑡2 = 𝑡0, 𝑡0 < −𝑞1}; 

(𝑝05) = {𝑡 ∈ 𝐷1
11, 𝑡1 + 𝑡2 = 𝑞, 0 ≤ 𝑡1 ≤

(𝑞1 − 𝜀𝜆)

2
,
(𝑞1 + 𝜀𝜆)

2
≤ 𝑡2 ≤ 𝑞}; 

Область ограниченный 0( ( ))p t  отрезком 0 0( , ]r t−  и границей круга D, 

обозначим 𝐷11
11; (𝑝(𝑡0)), (𝑝04) , границей D,обозначим 𝐷12

11;  отрезком 0 04 03[ ; ], ( ), ( )t q p p−  

обозначим 𝐷13
11;  отрезком [−𝑞; −𝜀𝜆], (𝑝03), (𝑝02), (𝑝05)  обозначим 𝐷14

11;  отрезком 

[−𝜀𝜆; 0], (𝑝02), (𝑝01), (𝑝06)  обозначим 𝐷15
11;  06 01 02( ),( ),( )p p p  и границей D обозначим 𝐷16

11; 

05 02 03( ),( ),( )p p p  и границей D обозначим 𝐷17
11 (Рисунок 3). 

 
Рисунок 3. Области 𝐷1𝑗

11(𝑗 = 1, . . . ,7). 

Критерий сходимости интеграла. Лемма 2. Если по выбранным путям интегрирования 

Re ( )A t  не возрастает, то интеграл (6) ограничена при 0 → .  

Доказательство. По условию ( ) ( )A t Q D , то будем считать, что путь состоит из частей 

линии уровней функций Re ( )A t  и Im ( )A t .  
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1. Пусть γ∗ часть линии уровня функции Re ( )A t  соединяющая точки 0t и t. При таких 

условиях имеем: 

            𝐹21(𝑡, 𝜀) = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑒𝑥𝑝
𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)

𝜀
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

. 

∀𝑡 ∈ 𝛾2
*(𝑅𝑒 𝐴 (𝑡) − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡), тогда 

             𝐹21(𝑡, 𝜀) = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑒𝑥𝑝
𝑖(𝐼𝑚𝐴(𝑡) − 𝐼𝑚𝐴(𝜏))

𝜀
𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

. 

отсюда имеем |𝐹21(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑂(1). 

2. Пусть γ∗ часть линии уровня функции 𝐼𝑚 𝐴 (𝑡). Известно [3, 5, 7], вдоль γ∗ функция 

𝑅𝑒 𝐴 (𝑡) строго монотонна. Согласно условия Леммы 2 рассмотрим случай, когда вдоль γ∗ 

𝑅𝑒 𝐴 (𝑡) строго убывает. Тогда 𝑅𝑒( 𝐴(𝑡) − 𝐴(𝜏)) ≤ 0, следовательно 

  

|F2(t, ε)| = |∫ f1(τ)exp
A(t) − A(τ)

ε
dτ

t

t0

| ≤ O(1) ∫ exp
ReA(t) − ReA(τ)

ε
dτ

t

t0

≤ O(1) 

Объединяя рассмотренные случаи убеждаемся, если γ∗ состоит из двух кусков линии 

уровней, то |𝐹2(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑂(1). Более точные оценку можно получить в зависимости от того, 

функция 𝐴(𝑡) на γ∗ имеет или не имеет нулей. Лемма доказана. 

Выбор путей интегрирования и асимптотические оценки. Пути интегрирования для 

асимптотической оценки интеграла (6), выберем согласно Леммы 2. Далее запись 

(𝑝)[𝑡0, 𝑡0
1] − означает часть кривой (p) соединяющий точки 𝑡0, 𝑡0

1.  

Пусть 𝑡 ∈ 𝐷12
11. Путь состоит из части: (𝑝(𝑡0))[𝑡0, 𝑡̃] и прямой ({𝜏1 − 𝜏2 = 𝑡̃1 − 𝑡̃2})[𝑡̃, 𝑡]. 

Если 𝑡 ∈ 𝐷13
11 ∪ 𝐷14

11 ∪ 𝐷15
11, то путь состоит из части: (оси 𝑡1)[𝑡0, 𝑇1] и прямой ({𝜏1 − 𝜏2 =

𝑇})[𝑇, 𝑡]. 

Для 
11 11

16 17t D D 
, путь состоит из части: (оси 1t )[𝑡0, 0]; и прямой ({𝜏1 − 𝜏2 = 0})[0, 𝑇2]; 

прямой ({𝜏1 + 𝜏2 = 𝑞̃, 𝜀𝜆 ≤ 𝑞̃})[𝑇2, 𝑡] . Условия Леммы 2 проверяются непосредственно. 

Согласно выбранных путей интегрирования, без особого труда, получаются следующие 

асимптотические оценки  

∀𝑡 ∈ 𝐷12
11 ∪ 𝐷13

11 ∪ 𝐷17
11(|𝐹21(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀𝜀, 0 < 𝑀 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 не зависящая от ε); 

∀𝑡 ∈ 𝐷14
11(|𝐹21(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀𝜀1−𝜆, 0 < 𝜆 < 1); 

∀𝑡 ∈ 𝐷15
11(|𝐹21(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀𝜀𝜆, 0 < 𝜆 < 1);  

∀𝑡 ∈ 𝐷16
11(|𝐹21(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀𝜀1−𝜆или𝜀𝜆, 0 < 𝜆 < 1);  

Сравним 𝜀1−𝜆и 𝜀𝜆.  

1) Пусть 1 − 𝜆 ≤ 𝜆, тогда 
1

2
≤ 𝜆 < 1. Для этого случая надо взять 𝜀𝜆.  

2) Пусть 𝜆 ≤ 1 − 𝜆 или 0 < 𝜆 ≤
1

2
. Определяющим будет 𝜀1−𝜆. 

Сравнение случаев 1) - 2) показывает, наиболее оптимальным является оценка 

∀𝑡 ∈ 𝐷14
11 ∪ 𝐷15

11 ∪ 𝐷16
11(|𝐹21(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑀√𝜀) и эта оценка не улучшаемая. 

б) 𝑡0 ∈ 𝐷3 рассматривается аналогично.  

в) Пусть 𝑡0 ∈ 𝐷1. Не ограничивая общности считаем 𝑡0 = 𝑡02 ∈ (оси𝑡2)(𝑡02 > 0). 
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Рисунок 4. Области 𝐷11, 𝐷12. 

 

Рассмотрим случай 𝑡0 ∈ 𝐷1 и линию уровня (𝑝(𝑡0)) = {𝑡 ∈ 𝐷1, 𝑡1
2 − 𝑡2

2 = −𝑡02
2 }. 

Линия (𝑝(𝑡0)) область 𝐷1 делить на части 𝐷11, 𝐷12 (Рисунок 4).  

Если 𝑡 ∈ 𝐷12,  то не существует пути интегрирования удовлетворяющие условиям 

Леммы 2. Действительно если 𝑡 ∈ 𝐷12, то существует линия уровня (p(t)) = {tϵD1, t1
2 − t2

2 =

p − const} проходящая через точку 𝑡.  

При этом t1
2 − t2

2 = p(t) > 𝑝 (t0). Следовательно, при любом выборе пути, интеграл (6) 

будет неограниченным при 𝜀 → 0. Остаётся рассмотреть только случай 𝑡 ∈ 𝐷11.  

Для этого случая, согласно критерия сходимости интеграла, путь интегрирования 

состоит из части: (оси 2t )[𝑡0, 𝑡̃] и линии уровня  

(p(t̃)) = {tϵD1, t1
2 − t2

2 = t̃1
2 − t̃2

2 = p − const} [𝑡̃, 𝑡] (Рисунок 4). 

Если, 𝑡0 не принадлежит достаточно малой окрестности точки (0;0), зависящая от ε, то 

получим ∀𝑡 ∈ 𝐷11(|𝐹2(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑂(𝜀)).  

г) Аналогично рассматривается случай 𝑡0 ∈ 𝐷2. 

д) 𝑡0 = 0. Для этого случая 𝑡 ∈ 𝐷1  или 𝐷2 . Если 𝑡 ∈ 𝐷3  или 𝐷4 , то по любым путям, 

соединяющим точки 𝑡0  и 𝑡 функция 𝑅𝑒 𝑡2  будет не убывающей, что противоречит условию 

Леммы 2. Достаточно рассмотреть 𝑡 ∈ 𝐷1, случай 𝐷2 рассматривается аналогично. Сектор 𝐷1 

осью 𝑡2 разделяется на две симметричных частей 𝐷1
10, 𝐷1

20. 

Пусть 𝐷1
10ограничена положительной частью оси 2t  и ветвью (𝑝01) (Рисунок 5). Как и в 

случае а) область 𝐷1
10 с помощью линий (𝑝01),(𝑝02) (𝑝03),(𝑝04) разделим на несколько частей 

𝐷1𝑗(𝑗 = 1,2,3,4) (Рисунок 5). 
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Рисунок 5. Деление области 10

1D  

 

(𝑝01) = {𝑡 ∈ 𝐷1
10, 𝑡1 − 𝑡2 = 0}; 

(𝑝02) = {𝑡 ∈ 𝐷1
10, 𝑡1 − 𝑡2 = −𝜀𝜆, (0 < 𝜆 < 1)}; 

(𝑝03) = {𝑡 ∈ 𝐷1
10, 𝑡1 + 𝑡2 = 𝑞𝜆, 0 < 𝑞 − не зависит от ε}; 

(𝑝04) = {𝑡 ∈ 𝐷1
10, 𝑡1 + 𝑡2 = 𝜀𝜆, 0 < 𝜆 < 1}. 

Путь интегрирования состоит из части: 

(𝑝01)[0, 𝑡̃]; (𝜏1 + 𝜏2 = 𝑞̃, 0 ≤ 𝑞̃)[𝑡̃, 𝑡]. 

Согласно выбранных путей интегрирования имеем оценки  

∀𝑡 ∈ 𝐷11
10 ∪ 𝐷12

10 ∪ 𝐷13
10(|𝐹2(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑂(√𝜀)),  

∀𝑡 ∈ 𝐷14
10 ∪ 𝐷15

10(|𝐹2(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑂(𝜀)).  

Согласно вышеизложенного метод, примененный при исследовании асимптотического 

поведения интеграла (6), назовём методом спуска.  

 

Выводы 

Использование свойств поверхностей и линии уровня гармонических функций 

обьединяет эти методы. Метод  перевала и наибыстрейшего спуска асимптотической оценки 

интеграла (5) решают локальную задачу, в плане выбора определенного пути 

интегрирования, а метод спуска глобальную задачу асимптотической оценки интеграла (6) в 

некоторой области, что является различием этих методов.  
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