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Аннотация. В работе рассматриваются нелинейные интегральные уравнения 

Вольтерра-Стилтьеса третьего рода. Для решения нелинейного интегрального уравнения 

Вольтерра-Стилтьеса третьего рода построен регуляризирующий оператор по М. 

М. Лаврентьеву,  доказана теорема единственности и выбран параметр регуляризации. При 

исследовании применяются понятие производной по возрастающей функции, метод 

регуляризации по М. М. Лаврентьеву, методы функционального анализа, методы 

преобразования уравнений, методы интегральных и дифференциальных уравнений. 

Предложенные методы можно использовать для исследования интегральных, интегро-

дифференциальных уравнений типа Вольтерра-Стилтьеса высоких порядков, также при 

качественном исследовании некоторых прикладных процессов в области физики, экологии, 

медицины, теории управления сложными системами. Могут быть использованы при 

дальнейшем развитии теории интегральных уравнений в классах некорректных задач, для 

численного решения интегральных уравнений Вольтерра-Стилтьеса третьего рода. А также 

при решении конкретных прикладных задач, приводящихся к уравнениям третьего рода.  

 

Abstract. The article considers nonlinear Volterra-Stieltjes integral equations of the third kind, 

and its solution by regularizing operator according to M. M. Lavrentev. A uniqueness theorem was 

proved, and a regularization parameter was chosen. The research uses the concept of a derivative 

with respect to an increasing function, the method of regularization according to M. M. Lavrentevs 

methods in functional analysis, methods of transformation of equations, methods of integral and 

differential equations. Proposed methods can be used to study the integral, integral-differential 

equations of the Volterra-Stieltjes type of high orders, as well as in the qualitative study of some 

applied processes in the field of physics, ecology, medicine, and the theory of control complex 

systems. They can be used in the further development of the theory of integral equations in classes 

http://www.bulletennauki.com/


Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.com 

Т. 8. №3. 2022 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/76 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 12 

of incorrect problems, in numerical solution of Volterra-Stieltjes integral equations of the third kind, 

and when solving specific applied problems that lead to equations of the third kind. 

 

Ключевые слова: регуляризация, решения, нелинейные интегральные уравнения 

Вольтерра-Стилтьеса, третий род,  выбор параметра  регуляризации. 

 

Keywords: regularization, solutions, nonlinear Volterra-Stieltjes integral equations, third kind, 

choice of regularization parameter. 

 

Введение 

В общем случае интегральные уравнения Вольтерра-Стилтьеса не всегда сводится к 

интегральным уравнениям Вольтерра, так как интеграл Стилтьеса не всегда сводится к 

интегралу Римана или интегралу Лебега. Поэтому изучение интегральных уравнений 

Вольтерра-Стилтьеса представляют самостоятельный интерес. 

 

Материал и методы исследования 

В работе используется метод регуляризации по М. М. Лаврентьеву, выбран параметр 

регуляризации, методы функционального анализа, методы преобразования уравнений, 

методы интегральных и дифференциальных уравнений. Выбором параметра получена 

оптимальная оценка приближенного решения нелинейных интегральных уравнений 

Вольтерра-Стилтьеса третьего рода. 

Рассмотрим уравнение: 

𝑚(𝑡) (𝑡) + ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠,  (𝑠))𝑑𝜑(𝑠) = 𝑓(𝑡),      𝑡𝜖[𝑡0,    𝑇],     𝑇 > 𝑡0

𝑡

𝑡0

 

(1) 

 

где K(t,s, ), f(t), m(t)-заданные функции, 0)( 0 =tm , m(t)-неубывающая непрерывная 

функция на [t0, T], )(t -неизвестная функция на [t0, T], )(t -возрастающая непрерывная 

функция на [t0, T]. 

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать уравнение:  
 

(𝜀 + 𝑚(𝑡))𝜗(𝑡, 𝜀) + ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠,  (𝑠, 𝜀))𝑑𝜑(𝑠) = 𝑓(𝑡) + 𝜀𝑢(𝑡0),     𝑡𝜖[𝑡0, 𝑇],       
𝑡

𝑡0

 
(2) 

 

где 0 –малый параметр, ),( st G= Ttstst 0:),( . 

Всюду будем предполагать, что 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑢)представимо в виде: 
 

𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑢) = 𝐾0(𝑡, 𝑠)𝑢 + 𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢),    где  (𝑡, 𝑠, 𝑢) ∈ 𝐺 × 𝑅. (3) 
 

Различные вопросы теории интегральных уравнений исследовались во многих работах. 

В частности, в [1] исследованы линейные интегральные уравнения второго рода и их 

системы на конечных и бесконечных интервалах. В [2] дан обзор результатов по 

интегральным уравнениям Вольтерра второго рода. В [3] для линейных интегральных 

уравнений Вольтерра первого и третьего родов с гладкими ядрами доказано существование 

многопараметрического семейства решений. Но основополагающие результаты для 

интегральных уравнений Фредгольма первого рода получены в [4], где для решения 

линейных интегральных уравнений Фредгольма первого рода построены регуляризирующие 
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операторы по М. М. Лаврентьеву. В работах [5] и [6] исследованы уравнения Вольтерра 

первого рода и обратные задачи. В [7] и [8] доказаны теоремы единственности и  построены 

регуляризирующие операторы по М. М. Лаврентьеву для систем линейных и нелинейных 

интегральных уравнений Вольтерра первого рода с негладкими матричными ядрами. В [9] 

для систем нелинейных интегральных уравнений Вольтерра третьего рода доказаны теоремы 

единственности и  построены регуляризирующие операторы по М. М. Лаврентьеву. В [10] 

для систем линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода доказаны теоремы 

единственности и построены регуляризирующие операторы по М. М. Лаврентьеву. В [11] на 

основе нового подхода исследованы вопросы существования и единственности решения для 

систем линейных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода c особенностью в 

одной точке на конечном промежутке. В [12] на основе подхода предложенного в [11] изучен 

класс интегральных уравнений Фредгольма третьего рода на конечном промежутке. В 

работах [13] и [14] на основе подходов предложенных в [11] и [12], разработан улучшенный 

новый подход  исследования систем линейных и нелинейных интегральных уравнений 

Фредгольма третьего рода с многоточечными особенностями на конечном промежутке. В 

работе [15], на основе понятия производная функции по возрастающей функции введенный в 

[14], исследовались линейные и нелинейные интегральные уравнения Вольтерра-Стилтьеса 

первого и второго родов. В [16]  для решения одного класса линейных интегральных 

уравнений Вольтерра-Стилтьеса третьего рода  построен регуляризирующий оператор по 

М. М. Лаврентьеву и доказана теорема единственности. В [17] выбран параметр 

регуляризации для решения линейного интегрального уравнения Вольтерра-Стилтьеса 

третьего рода. Здесь для решения нелинейного интегрального уравнения Вольтерра-

Стилтьеса третьего рода (1) построен регуляризирующий оператор по М. М. Лаврентьеву,  

доказана теорема единственности и выбран параметр регуляризации. 

Предположим выполнения следующих условий: 

а) )G(),( CstK  , ],[0),(],,[),( 0000 TttприttKTtСttK  ; 

б) при t для любых Gsst ),(),,(   справедлива оценка 

|𝐾0(𝑡, 𝑠) − 𝐾0(𝜏, 𝑠)| ≤ 𝑙1 [∫ 𝐾0(𝑠, 𝑠)𝑑𝜑(𝑠) + 𝑚(𝑡)
𝑡

𝜏

], 

где 
1
l — известное неотрицательное число.  

с) 𝐾1(𝑡, 𝑡, 𝑢) = 0, (𝑡, 𝑢) ∈ [𝑡0, 𝑇] × 𝑅,   𝐾1(𝑡, 𝑠, 0) = 0  при(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐺,    при 𝑡 > 𝜏 

для любых (𝑡, 𝑠, 𝑢1), (𝜏, 𝑠, 𝑢1), (𝑡, 𝑠, 𝑢2), (𝜏, 𝑠, 𝑢2) ∈ 𝐺 × 𝑅 справедлива оценка 

|𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢1) − 𝐾1(𝜏, 𝑠, 𝑢1) − 𝐾(𝑡, 𝑠, 𝑢2) + 𝐾(𝜏, 𝑠, 𝑢2)| ≤ 𝑙2 [∫ 𝐾0(𝑠, 𝑠)𝑑𝜑(𝑠) + 𝑚(𝑡)

𝑡

𝜏

] |𝑢1 − 𝑢2|, 

где 𝑙2 — известное неотрицательное число. Здесь ],[ 0 TtC  — пространство всех 

непрерывных функций )(t , определенных на ],[ 0 Tt  с нормой 

],[

)(max)(

0
Ttt

t
c

t



=  . 

Будем обозначать 0[ , ],0 1C t T

    линейное пространство всех функций )(t , 

определенных на ],[ 0 Tt  и удовлетворяющих условию 

,)()(),()(,)()()()(
0

0 +=−−
t

t

tmsdssKtstMst 


 

где M-положительная постоянная, зависящая от )(t , но не от t и s. 
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В дальнейшем используются следующие леммы 1, 2 и 3. 

Лемма 1. Пусть выполняются условия а) и  

).(
)(

)]()([

)(

),(

)(

)(
),(

0

)(
)(

),(0

00

)(
)(

),(

sd
sm

st
e

tm

ssK
e

tm

t
tF

t

t

t

s

d
m

K

t

t

d
m

K



















+

−

+
−



+
−= 

+
−

+
−

 

(4) 

где   (𝑡)𝜖 ],[
0

TtC 


,    0<𝛾 < 1,     (𝑡0) = 0,     Тогда 

 

1 2( , ) ( ) ,
c

F t M M M e   +  (5) 

где 
0

1 2
, [ , ] 0

0

sup ( ) ( ) / ( ) ( ) sup[ ], .z

t s t T

M t s t s M e M e z dz
   



    


− −

 

= − − = = 
 

Доказательство. Пусть ],[)( 0 TtCt 
  , 10   . Тогда оценим первый член формулы 

(4): 

=


+




+

− +
−

+
−

+
−

t

t
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t

dK
tmtm

tm
d

m

K
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tm
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e
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0

0
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)(
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)(

)(
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),(
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)]([
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],[,]
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)(
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)(

)(
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. 

(6) 

Оценим вторую член (4): 
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],[ 0 Ttt . 

(7) 

Учитывая оценки (6), (7), из (4) получим оценку (5). Лемма 1 доказана. 

Лемма 2. Пусть выполняются условии а), б) и 

 −
+



+
+−

+
−=

+
−t

t

s

d
m

K

sdKsK
sm

e
tm

ssK
KtK

tm
tH














 ).()],(),([
)(
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)(
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),(0
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Тогда справедлива оценка  

0 1( , , ) ( 1) , ( , ) , 0H t e l t G    +   . (8) 

 

Доказательство. Сначала покажем, что 

0 0( , ) ( , )
( ) ( )

( ) ( )0
0 0 0

( , )1 1
( , , ) [ ( , ) ( , )]

( ) ( ) ( )

t t

s

K s s K
td s d

m s mK s s
H t K t K e e

m t m t m s


 
  

  



    
  

− −
+ + 

= − − − 
+ + +

 

(9) 
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0 0[ ( , ) ( , )] ( )K t K s d s   − . 

В самом деле 

0

0 0

( , )
( )

( ) 0
0 0 0 0

( , ) ( , )
( ) ( )

( ) ( )
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( , )1 1
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(10) 

 

Учитывая (10) имеем (9). Далее из (9) получим 
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Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Пусть выполняются условия  

а), с) и P(𝑡, 𝜏,  (τ, ε)) = −
1

ε+m(t)
[𝐾1(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏)+

 +



+
+−

+
−t

t

s

d
m

K

tmsm

ssK
utK
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1 1[ ( , , ( ) ( , ))] ( , , ( ))] ( ).K s u K s u d s       + −  

(11) 

Тогда справедлива оценка 
 

|𝑃 (𝑡, 𝜏,  (τ, ε))| ≤ 𝑙2(1 + 𝑒)| (τ, ε)|,      (𝑡, 𝜏,  )𝜖𝐺 × 𝑅,    𝜀 > 0. (12) 
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В самом деле 
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Учитывая (14) из (11) имеем (13).  

Далее из (13) получим  

0

0

( , )
( )

( )

1 1 1 1

( , )
( )

( )0
1 1 1

1
( , , ( , )) ( , , ( ) ( , )) ( , , ( ) ( , )) ( , , ( )) ( , , ( ))

( )

( , )1
[ ( , , ( ) ( , )) ( , , ( ) ( , ))

( ) ( )

t

t

s

K q q
d q

m q

K q q
t d q

m q

P t K t u K u K t u K u e
m t

K s s
e K t u K s u K

m t m s











                   


         
 

−
+

−
+


 + − + − + +

+


+ + − + −

+ + 1( , , ( )) ( , , ( ))] ( )t u K s u d s    + 

0
0

( , )
( , )( )

( )( )
( )0

2 0

0
2 0 2

1 1 ( , )( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
( ) ( ) ( )

( , ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) { ( )

( ) ( )

t
t

s

K q q
t t K q qd q

d qm q
m q

t t

s

K s sl K q q d q m t u u e e
m t m t m s

K q q m t
l K q q d q m t u u d s l d q

m q m t








 



     
  

       
 

−
−+

+
 

 + + − + 
+ + +


 + + −  +

+ +

 

 
0 ( , )( )

( )
( ) ( )

t
K q qm t

d q
m t m q

ee 


 

− −
+ +

+


 

0 ( , )( ) ( )
( )( )0 0( , ) ( , ) ( )

( ) ( )} ( , )
( ) ( ) ( )

t

s

K q qm tt td q
m qm t

s

K s s K q q m t
ee e d q d s

m s m q m t






    
  

−− ++
  

+ + = 
+ + + 

   






+=+

+









+
+

+





+
+










+
+

+
=

−


+

+
+

+

−−



+
−

+
−

+
−

+
−

t

s

tm

tm
qd

qm

qqK

tm

tm

t qd
qm

qqK

tm

tm
t qd

qm

qqK

tm

tm

teleel

deeel
sd

tm

tm
qd

qm

qqK

e
sm

ssK
e

tm

tm
qd

qm

qqK
el

t

t

s

t

.),()1(),()1(

),(])(sup[),(
)()

)(

)(
)(

)(

),(
(

)(

),(
)

)(

)(
)(

)(

),(
(

2

1

2

)(

)(
)(

)(

),(

)(

)(

11
0

20

)(
)(

),(

)(

)(

0

)(
)(

),(

)(

)(

0
2

0

1

00









































 

Так как 


−−



==
0

0

1,
1

)(sup  



de
e

e . Лемма 3 доказана. 

Теорема 1. Пусть выполняются условия а) , б), c) и уравнение (1) имеет решение 𝑢(𝑡) ∈

𝐶
𝛾

[𝑡0, 𝑇],   0 < 𝛾 ≤ 1. Тогда решение ),(  t  уравнения (2) при 𝜀 → 0 сходится по норме 

𝐶[𝑡0, 𝑇] к 𝑢(𝑡). При этом справедлива оценка 
 

,)(),(
3

 KMMtut
c
−  (15) 
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где ,)(,),(,
)()(

)()(
sup

213
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1
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sup eMMMdzzeMeM
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sutu
M z

Ttst
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−
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 𝐾 = 𝑒𝑥𝑝{(1 + 𝑒)(𝑙1 + 𝑙2)[𝜑(𝑇) − 𝜑(𝑡0)]} 
 

Доказательство. В уравнении (2) сделаем замену  
 

),()(),(  ttut +=  (16) 

где )(tu - решение уравнения (1). Подставляя (16) в (2) имеем 
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Используя резольвенту 
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ядра )](/(),([ 0 tmssK +−  , уравнению (17) сводим к эквивалентному уравнению 
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(20) 

 

Если 10],,[)( 0  
 TtCtu , то в силу леммы 1 из (20) имеем  

 30 ),( MMtf
c
 , где 3 1 2( )M M M e= +  (21) 

 

Если выполняются условия а) и б), то в силу леммы 2  из (19) получим 
 

0 1( , , ) ( 1) , ( , ) , 0H t e l t G    +    (22) 

 

Учитывая леммы 3 и оценки (22), из (18) имеем 
 

  +++ −

t

t

Ttttfsdseellt

0

].,[,),()(),()1(),( 00

1

21   
(23) 

В силу оценки (21), и обобщенного неравенства Гронуолла-Беллмана [15] из (23) 

вытекает оценки (15). Теорема 1 доказана. 

Следствие. Если выполняются условия а), б), с) и 

0

0 0( ) ( , ) ( ) 0 ( , )

t

t

m t K s s d s при t t T+   и )(t — строго возрастающая функция при 

],[ 0 Ttt , то решение уравнения (1) единственно в пространстве 10],,[ 0  
 TtC . 
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Доказательство. Пусть уравнение (1) имеет два решения  )(1 tu и )(2 tu из ],[ 0 TtC
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Из (24) имеем  
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Деля обе части на +
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Отсюда переходя к пределу при 0tt →  получим 0)()( 0201 =− tutu при ],[ 0 Ttt . Тогда 

).()( 0201 tutu =  

Далее из (15) имеем 
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,0)(),(),()()()( 2121 →−+−−
ccc

tutttututu  при 0→ . 

Поэтому )()( 21 tutu = , при  Ttt ,0 . Следствие теоремы 1 доказано. 

Далее предположим, что дана функция ( )f t
 ],[ 0 TtC и число 

0u , такие  
 

 −
c

tftf )()( ,   
0 0( ) ,u t u −   (26) 

где 0  и 0 < 𝛿 – постоянные числа. 

Рассмотрим уравнение 
 

(𝜀 + 𝑚(𝑡))𝜗𝛿(𝑡, 𝜀) + ∫ 𝐾 (𝑡, 𝑠, 
𝛿

(𝑠, 𝜀)) 𝑑𝜑(𝑠) = 𝑓𝛿(𝑡) + 𝜀𝑢0,   𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇].

𝑡

𝑡0

   

(27) 

 

Из (2) отнимая (27) вводя обозначения  
 

𝑢𝛿(𝑡, 𝜀) =  (𝑡, 𝜀) − 
𝛿

(𝑡, 𝜀),      𝑡𝜖[𝑡0,𝑇], (28) 

Имеем 
 

(𝜀 + 𝑚(𝑡))𝑢𝛿(𝑡, 𝜀) + ∫ 𝐾0(𝑡, 𝑠)𝑢𝛿(𝑠, 𝜀)𝑑𝜑(𝑠) + ∫ [𝐾1(𝑡, 𝑠, 
𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0

(𝑠, 𝜀)) − 𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢𝛿(𝑠, 𝜀))]𝑑𝜑(𝑠) = 𝑓(𝑡) − 𝑓𝛿(𝑡) + 𝜀(𝑢(𝑡0) − 𝑢0),       𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇].  

(29) 

 

Уравнение (29) запишем в виде 
 

uδ(t, ε) + ∫
K0(s, s)

ε + m(t)
uδ(s, ε)dφ(s) + ∫

1

ε + m(t)

t

t0

[K0(t, s) − K0(s, s)]uδ(s, ε)dφ(s)

t

t0

+ ∫
1

ε + m(t)
[K1(t, s,  (s, ε)) − K1(t, s, uδ (s, ε))]dφ(s)

t

t0

=
f(t) − fδ(t)

ε + m(t)
+

ε[u(t0 ) − u0]

ε + m(t)
,          tϵ[t0 , T] 

(30) 

Используя резольвенты ядра ]
)(

),(
[ 0

tm

ssK

+
−


и обобщенную формулу Дирихле[15], 

уравнения (30) сводим к следующему эквивалентному уравнению 

𝑢𝛿(𝑡, 𝜀) = ∫ 𝐻0

𝑡

𝑡0

(𝑡, 𝑠, 𝜀)𝑢𝛿(𝑠, 𝜀)𝑑𝜑(𝑠)

+ ∫ 𝑄 (𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀), 
δ

(𝜏, 𝜀)) 𝑑𝜑(𝜏) + 𝐹𝛿(𝑡, 𝜀),

𝑡

𝑡0

 

(31) 

где 𝐻0(𝑡, 𝑠, 𝜀)-определен в лемме 2, 
 

𝐹𝛿(𝑡, 𝜀) =
𝑓(𝑡)−𝑓𝛿(𝑡)

𝜀+𝑚(𝑡)
+

𝜀[𝑢(𝑡0)−𝑢0]

𝜀+𝑚(𝑡)
−

1

𝜀+𝑚(𝑡)
∫ 𝐾0(𝑠, 𝑠)𝑒

− ∫
𝐾0(𝜏,𝜏)

𝜀+𝑚(𝜏)
𝑑𝜑(𝜏)

𝑡
𝜏

𝑡

𝑡0
[

𝑓(𝑠)−𝑓𝛿(𝑠)

𝜀+𝑚(𝑠)
+

𝜀[𝑢(𝑡0−𝑢0)]

𝜀+𝑚(𝑠)
]d𝜑(𝑠), 

(32) 
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𝑄 (𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀),
𝛿

(𝜏, 𝜀))

=
(−1)

𝜀 + 𝑚(𝑡)
[𝐾1(𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀)) − 𝐾1 (𝑡, 𝜏, 

𝛿
(𝜏, 𝜀))]

+ + ∫
𝐾0(𝑠, 𝑠)

𝜀 + 𝑚(𝑡)

𝑡

𝜏

𝑒
− ∫

𝐾0(𝜏,𝜏)
𝜀+𝑚(𝜏)

𝑡
𝑠

𝑑𝜑(𝜏) 1

𝜀 + 𝑚(𝑠)
[𝐾1(𝑠, 𝜏, 𝜗(𝜏, 𝜀))

− 𝐾1(𝑠, 𝜏, 𝑢𝛿(𝜏, 𝜀))]𝑑𝜑(𝑠). 

(33) 

 

Нетрудно убедиться, что 
 

(−1)

𝜀 + 𝑚(𝑡)
[𝐾1(𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀)) − 𝐾1 (𝑡, 𝜏, 

𝛿
(𝜏, 𝜀))]

=
(−1)

𝜀 + 𝑚(𝑡)
𝑒

− ∫
𝐾0(𝜏,𝜏)
𝜀+𝑚(𝜏)

𝑡
𝜏

𝑑𝜑(𝜏)
[𝐾1(𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀)) − 𝐾1 (𝑡, 𝜏,

𝛿
(𝜏, 𝜀))]

− ∫
𝐾0(𝑠, 𝑠)

(𝜀 + 𝑚(𝑡))(𝜀 + 𝑚(𝑠))
𝑒

− ∫
𝐾0(𝜏,𝜏)
𝜀+𝑚(𝜏)

𝑑𝜑(𝜏)
𝑡

𝑠 [𝐾1(𝑡, 𝜏, 𝜗(𝜏, 𝜀))
𝑡

𝜏

− 𝐾1 (𝑡, 𝜏, 
𝛿

(𝜏, 𝜀))] 𝑑𝜑(𝑠). 

 

(34) 

Учитывая условию с) и тождество (34), из (33) имеем 

𝑄 (𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀), 
𝛿

(𝜏, 𝜀))

=
(−1)

𝜀 + 𝑚(𝑡)
𝑒

− ∫
𝐾0(𝜏,𝜏)
𝜀+𝑚(𝜏)

𝑑𝜑(𝜏)
𝑡

𝜏 [𝐾1(𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀)) − 𝐾(𝜏, 𝜏,  (𝜏, 𝜀))

+ 𝐾 (𝜏, 𝜏, 
𝛿

(𝜏, 𝜀)) − 𝐾1 (𝑡, 𝜏, 
𝛿

(𝜏, 𝜀))]

− ∫
K0(s, s)

(ε + m(t))(ε + m(s))
e

− ∫
K0(τ,τ)
ε+m(τ)

dφ(τ)
t

s [K1(t, τ,  (τ, ε))
t

τ

− K1 (t, τ, 
δ

(τ, ε)) − K1(s, τ,  (τ, ε)) + K1 (s, τ, 
δ

(τ, ε))] dφ(s). 

 

(35) 

В силу(26), из (32) имеем 

( , ) 2( ).
c

F t


 


 +  

(36) 

В силу леммы 2, для 𝐻0(𝑡, 𝑠, 𝜀)справедлива оценка (8). 

Оценим 𝑄(𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀), 𝑢0(𝜏, 𝜀)). Учитывая условию а) и с) из (35) получим 

|𝑄(𝑡, 𝜏,  (𝜏, 𝜀),
𝛿

(𝜏, 𝜀))| ≤
𝑙2

𝜀+𝑚(𝑡)
𝑒

− ∫
𝐾0(𝜏,𝜏)

𝜀+𝑚(𝜏)
𝑑𝜑(𝜏)

𝑡
𝜏 [∫ 𝐾0(𝜏, 𝜏)𝑑𝜑(𝜏) + 𝑚(𝑡)

𝑡

𝜏
] |

(𝜏, 𝜀) − 
𝛿

(𝜏, 𝜀)| + ∫
𝐾0(𝑠,𝑠)𝑙2

(𝜀+𝑚(𝑡))(𝜀+𝑚(𝑠))
[∫ 𝐾0(𝜏, 𝜏)𝑑𝜑(𝜏)

𝑡

𝑠
+ 𝑚(𝑡)]𝑒

− ∫
𝐾0(𝜏,𝜏)

𝜀+𝑚(𝜏)
𝑑𝜑(𝜏)

𝑡
𝑠 |

𝑡

𝜏

(𝜏, 𝜀) − 
𝛿

(𝜏, 𝜀)|𝑑𝜑(𝑠)] ≤ 𝑙2| (𝜏, 𝜀) −


δ

(𝜏, 𝜀)| {𝑒𝑒
−[∫

𝐾0(𝑠,𝑠)

𝜀+𝑚(𝑠)
𝑑𝜑(𝑠)+

𝑚(𝑡)

𝜀+𝑚(𝑡)
]

𝑡
𝜏 [∫

𝐾0(𝑠,𝑠)

𝜀+𝑚(𝑠)
𝑑𝜑(𝑠) +

𝑚(𝑡)

𝜀+𝑚(𝑡)
] +

𝑡

𝜏

∫
𝐾0(𝑠,𝑠)

𝜀+𝑚(𝑠)
𝑒

−[∫
𝐾0(𝜏,𝜏)

𝜀+𝑚(𝜏)
𝑑𝜑(𝜏)+

𝑚(𝑡)

𝜀+𝑚(𝑡)

𝑡
𝑠

]𝑡

𝜏
[∫

𝐾0(𝜏,𝜏)

𝜀+𝑚(𝜏)
𝑑𝜑(𝜏)

𝑡

𝑠
+

𝑚(𝑡)

𝜀+𝑚(𝑡)
]𝑑𝜑(𝑠) ≤ 𝑙2𝑒[

(37) 
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),(),()1(],(),(])(sup
2

0
0








−+=−+ 


−−



eldee }. 

 

В силу оценки (36), (8), (37)и учитывая (28), из (31) имеем 
 

|𝑢𝛿(𝑡, 𝜀)| ≤ ∫ (𝑙1 + 𝑙2)(𝑒 + 1)|𝑢𝛿(𝑠, 𝜀)|𝑑𝜑(𝑠) + 2 (
𝛿

𝜀
+ 𝛼𝛿) ,         𝑡𝜖[𝑡0, 𝑇].

𝑡

𝑡0

 
(38) 

 

Далее, в силу обобщенного неравенства Гронуолла-Беллмана[15], из (38) получим 

следующую оценку 

‖𝑢𝛿(𝑡, 𝜀)‖𝑐 ≤ 𝑀4 (
𝛿

𝜀
+ 𝛼𝛿), 

(39) 

 

где 𝑀4 = 2𝑒𝑥𝑝{(𝑙1 + 𝑙2)(𝑒 + 1)[𝜑(𝑇) − 𝜑(𝑡0)]}. (40) 
 

Известно, что 

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .
c c c

v t v t u t v t v t   −  + −  

Отсюда, учитывая (39) имеем  
 

‖
δ

(t, ε) −  (t)‖
𝑐

≤ 𝑀4(
𝛿

𝜀
+𝛼𝛿) + ( , ) ( )

c
v t v t − , (41) 

 

где число 4M определен по формуле (40).  Далее в силу теоремы 1 из (41) получим 

 

‖
δ

(t, ε) −  (t)‖
𝑐

≤ 𝑀4(
𝛿

𝜀
+𝛼𝛿) + 𝑀5

 , (42) 

 

где 𝑀5 = 𝐾𝑀𝑀3, числа K, M и 𝑀3определены в теореме 1. 

Пологая 𝜀 = 𝛿
1

2   из (42) получим 
 

‖
δ

(t, δ
1

2) − u(t)‖
𝑐

≤ 𝑀4 (𝛿
1

2 + 𝛼𝛿) + 𝑀5 2



 , 
(43) 

 

где числа 𝑀4 ,𝑀5определены в (40) и (42). 

Таким образом, доказана следующая теорема 2.  

Теорема 2. Пусть выполняются условия а), б), с) и уравнение (1) имеет решение

,10],,[)(
0

  


TtCt  (t)=∫ 𝐾(𝑠, 𝑠)𝑑𝜑(𝑠) + 𝑚(𝑡),    𝑡𝜖[𝑡0, 𝑇]

𝑡

𝑡0
. Тогда решение 


𝛿

(𝑡, 𝜀)уравнения (27) при 

1

2 0 = →  сходится по норме ],[ 0 TtC  к )(t . При этом  

справедлива оценка (43). 

Пример. Рассмотрим уравнения (1) при 

]1,0[,
1

)(),,(,)(),1)(1(),(,)(,1,0
2100


+

−==−+==== tststKttmststKttTt



 , 

т. е. рассмотрим следующее уравнению 

 =
+

−
+−++

t

ttfsd
s

sst
ssttt

0

2
]1,0[,)()(]

)(1

)()(
)()1)(1[()(




 . 

(44) 

В этом случае условия а), б), с) теоремы 1 и 2 выполняются. Так как при 

]1,0[,,   tt  справедлива оценка 
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.)]()(),([)()1)((),(),(
000  +−−=−

t

tmsdssKtmstsKstK


  

Здесь .1
1
=l  

При 𝑡 > 𝜏для (t, s, u1), (t, s, u2), (τ, s, u1), (τ, s, u2)ϵG × R   справедлива оценка 

|𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢1) − 𝐾1(𝜏, 𝑠, 𝑢1 − 𝐾1(𝑡, 𝑠, 𝑢2) + 𝐾1(𝜏, 𝑠, 𝑢2)| ≤ (𝑡 − 𝜏) |


1

1+
1

2 −


2

1+
2

2| ≤

(𝑡 − 𝜏)|
1

− 
2

|
1+|

1
||

2
|

(1+
1

2
)(1+

2

2
)

≤ (𝑡 − 𝜏)|
1

− 
2

|. 

Таким образом 𝑙2 = 1. 

 

Результаты и обсуждение 

Для решения нелинейных интегральных уравнений Вольтерра-Стилтьеса III рода 

построены регуляризирующие операторы и выбран параметр регуляризации. 

 

Заключение 

После выбора параметра регуляризации для решения нелинейных интегральных 

уравнений Вольтерра-Стилтьеса третьего рода были сделаны следующие выводы: 

1. Найдены достаточные условия единственности и регуляризации решений 

нелинейных интегральных уравнений Вольтерра-Стилтьеса третьего рода;  

2. Рассмотрен выбор параметра регуляризации для решения класса нелинейных 

интегральных уравнений Вольтерра-Стилтьеса третьего рода; 

3. Доказаны теоремы единственности решений для нелинейных интегральных 

уравнений Вольтерра-Стилтьеса третьего рода. 

 

От чистого сердца автор выражает глубокую признательность и благодарность 

научному руководителю доктору физико-математических наук, профессору Авыт Асанову 

за ценные советы, предложения и замечания, сделанные им при подготовке данной статьи. 
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