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Аннотация. Исследован вопрос о единственности решения для нового класса линейных 

интегральных уравнений Вольтерры третьего рода на сегменте. На основе метода 

интегральных преобразований и метода неотрицательных квадратичных форм доказаны 

теоремы единственности решения для данного класса интегральных уравнений третьего 

рода. 
 

Abstract. The issue of the uniqueness of the solution for a new class of linear integral Volterra 

equations of the third kind on a segment is studied. On the basis of the method of integral 

transformations and the method of non-negative quadratic forms, uniqueness theorems for solutions 

are proved for a given class of integral equations of the third kind. 
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Теоретическая часть и приложения интегральных уравнений изучались и исследовались 

во многих различных работах. В частности, в работе [1] рассмотрен обзор результатов 

исследований интегральных уравнений Вольтерра второго рода. В работе [2] изучаются 

интегральные уравнения Вольтерра первого и третьего родов с гладкими ядрами, где 

приводится доказательство существование многопараметрическое семейство решений. В 

работе [3] исследованы линейные интегральные уравнения Фредгольма первого рода, для 

которых построены регуляризирующие операторы по Лаврентьеву. В работе [4] приводится 

теория и используются численные методы решения неклассических интегральных уравнений 

Вольтерра первого рода с дифференцируемыми и отличными от нуля ядрами на диагонали. В 

работах [4–7] приведены применения неклассических интегральных уравнений Вольтерра 

первого рода в разных прикладных задачах. В работе [8] используется метод регуляризации 

М. М. Лаврентьева для интегральных уравнений Вольтерра первого рода с гладкими и 



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 8. №9. 2022 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/82 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 13 

отличными от нуля ядрами на диагонали дифференцируемыми решениями, для которых 

построено приближенное решение. В работах [9, 10] получены достаточные условия 

единственности решений и исследованы вопросы регуляризации решений систем линейных 

и нелинейных интегральных уравнений Вольтерра первого и третьего родов. В работе [11] 

доказывается теорема единственности решений и находится регуляризирующий оператор для 

решения системы линейных интегральных уравнений Вольтерра третьего рода. В работах 

[12, 13] использован новый подход для исследования вопросов существования и 

единственности решений скалярных интегральных уравнений Фредгольма третьего рода с 

многоточечными особенностями и их систем. В работе [14] приведены результаты по 

интегральным уравнениям Волтерра первого рода. В работе [15] доказывается теорема 

единственности решений для одного класса линейных интегральных уравнений Вольтерра-

Стильтьеса третьего рода. 

В данной работе используя метод интегральных преобразований, метод 

неотрицательных квадратичных форм и обобщением метода изложенных в работе [15] 

установлены достаточные условия единственности решения для одного класса линейных 

интегральных уравнений Вольтерра третьего рода на сегменте. Методология: линейные 

интегральные уравнения Вольтерра третьего рода на сегменте 

Будем рассматривать уравнение 
 

𝑚(𝑡)𝑢(𝑡) + ∫ 𝐾(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝑡

𝑎

 

(1) 

 

где 𝑚(𝑡), 𝜑(𝑡), 𝐾(𝑡, 𝑠) и 𝑓(𝑡) — известные функции, 𝑚(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 0 ≤ 𝑚(𝑡) при всех 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] и 𝑚(𝑡) равна нулю хотя бы в одной точке сегмента [𝑎, 𝑏], 𝑢(𝑡) — неизвестная 

функция. Предположим, что 
 

𝐾(𝑡, 𝑠) = ∑ 𝑃𝑖(𝑡)𝐻𝑖(𝑡, 𝑠)𝑃𝑖(𝑠),

𝑛

𝑖=1

 
(2) 

 

где 𝑃𝑖(𝑡) и 𝐻𝑖(𝑡, 𝑠) — известные непрерывные функции соответственно на [𝑎, 𝑏] и 

𝐺 = {(𝑡, 𝑠): 𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏}, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 

Предположим выполнение следующих условий: 

𝑎) 𝑃𝑖(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑃𝑖(𝑡) ≠ 0  при почти всех 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],
∂Hi(t,s)

∂t
, 

∂2Hi(t,s)

∂t ∂s
 — непрерывные 

функции в области 𝐺 = {(𝑡, 𝑠): 𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏}, (𝐻𝑖(𝑡, 𝑎))
′
, (𝐻𝑖(𝑏, 𝑡))

′
 — непрерывные 

функции в [𝑎, 𝑏], 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛; 

б) 𝑚(𝑡) ≥ 0, 𝐻𝑖(𝑡, 𝑎) ≥ 0, (𝐻𝑖(𝑡, 𝑎))
′

≤ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 
𝜕𝐻𝑖(𝑡,𝑠)

𝜕𝑠
≥ 0,  

𝜕2𝐻𝑖(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑠
≤ 0, ∀(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐺, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛; 

 

в) выполняется хотя бы один из следующих условий: 

1) 𝑚(𝑡) > 0 при почти всех 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]; 

2) существует 𝑖0 ∈ {1, 2, … , 𝑛} такое, что 𝐻𝑖0
(𝑡, 𝑎) > 0 при почти всех 𝑡𝜖[𝑎, 𝑏]; 

3) существует 𝑖0 ∈ {1,2, … , 𝑛} такое, что (𝐻𝑖0
(t, a))′ < 0 при почти всех 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

г) выполняется хотя бы один из следующих условий: 

1) существует 𝑖0 ∈ {1, 2, … , 𝑛} такое, что (𝐻𝑖0
(𝑏, t))′ > 0 при почти всех𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]; 

2) существует 𝑖0 ∈ {1, 2, … , 𝑛} такое, что
𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑠
𝐻𝑖0

(𝑡, 𝑠) < 0 при почти всех (𝑡, 𝑠)𝜖𝐺. 
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Если учесть (2), то уравнение (1) принимает вид  

𝑚(𝑡)𝑢(𝑡) + ∑ ∫ 𝑃𝑖(𝑡)𝐻𝑖(𝑡, 𝑠)𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

 

(3) 

 

Умножив на 𝑢(𝑡) уравнение (3) и проинтегрировав по области [𝑎, 𝑡], 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  будем 

иметь 

∫ 𝑚(𝑠)𝑢2(𝑠)𝑑𝑠 + ∑ ∫ ∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑢(𝑠)𝑑𝜏𝑑𝑠 = ∫ 𝑓(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

𝑡

𝑎

𝑠

𝑎

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

𝑡

𝑎

 

 

Отсюда, используя формулу Дирихле, имеем 
 

∫ 𝑚(𝑠)𝑢2(𝑠)𝑑𝑠 + ∑ ∫ [∫ 𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝜏

] 𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

𝑡

𝑎

 

= ∫ 𝑓(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

𝑡

𝑎

 

(4) 

 

Введем обозначения 
 

𝑍𝑖(𝑡, 𝑠) = ∫ 𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.

𝑡

𝑠

 

(5) 

Тогда 

𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = −𝑑𝑠𝑍𝑖(𝑡, 𝑠), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, (6) 
 

𝑃𝑖(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑑𝑡𝑍𝑖(𝑡, 𝑠), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, (7) 
 

𝑍𝑖(𝑡, 𝑠)𝑃𝑖(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 =
1

2
𝑑𝑡𝑍𝑖

2(𝑡, 𝑠), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, 
(8) 

 

𝑍𝑖(𝑡, 𝑠)𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝜑(𝑠) = −
1

2
𝑑𝑠𝑍𝑖

2(𝑡, 𝑠), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 
(9) 

 

Применяя (5), (6), (7), (8), (9), метод интегрирования по частям и формулу Дирихле, для 

двойного интеграла из (4) имеем 

∑ ∫ ∫ 𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏 = ∑ ∫ [∫ 𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑑𝑠

𝑡

𝜏

𝑍𝑖(𝑠, 𝜏)]

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

𝑡

𝜏

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

∗ 

∗ 𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏 = ∑ ∫ [𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑍𝑖(𝑠, 𝜏)| 𝑠=𝜏
𝑠=𝑡 − ∫

𝜕

𝜕𝑠

𝑡

𝜏

𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑍𝑖(𝑠, 𝜏)𝑑𝑠] 𝑢(𝜏) ∗

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

 

∗ 𝑃𝑖(𝜏)𝑑𝜏 = ∑ ∫ 𝐻𝑖(𝑡, 𝜏)𝑍𝑖(𝑡, 𝜏)𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏 − ∑ ∫ ∫
𝜕

𝜕𝑠

𝑠

𝑎

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑍𝑖(𝑠, 𝜏)𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 =

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

 

= −
1

2
∑ ∫ 𝐻𝑖(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏𝑍𝑖

2(𝑡, 𝜏) +
1

2
∑ ∫ ∫

𝜕

𝜕𝑠
𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑍𝑖

2(𝑠, 𝜏)𝑑𝑠 =

𝑠

𝑎

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

 

=
1

2
∑ [𝐻𝑖(𝑡, 𝑎)𝑍𝑖

2(𝑡, 𝑎) + ∫
𝜕

𝜕𝜏
𝐻𝑖(𝑡, 𝑟)𝑍𝑖

2(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 − ∫
𝑑

𝑑𝑠
𝐻𝑖(𝑠, 𝑎)𝑍𝑖

2(𝑠, 𝑎)𝑑𝑠 −

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1
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−
1

2
∫ ∫

𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝜏
𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑍𝑖

2(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠 

𝑠

𝑎

𝑡

𝑎

]. 

Отсюда в силу (5) имеем 
 

∑ ∫ ∫ 𝐻𝑖(𝑠, 𝜏)𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠𝑃𝑖(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝜏

=

𝑡

𝑎

𝑛

𝑖=1

 

=
1

2
∑ {𝐻𝑖(𝑡, 𝑎) [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑎

]

2

+ ∫
𝜕

𝜕𝜏

𝑡

𝑎

𝐻𝑖(𝑡, 𝜏) [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝜏

]

2

𝑑𝜏 −

𝑛

𝑖=1

 

− ∫(𝐻𝑖(𝑠, 𝑎))
′

[∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑠

𝑎

]

2

𝑑𝑠

𝑡

𝑎

− ∫ ∫
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝜏
𝐻𝑖(𝑠, 𝜏) [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑠

𝜏

]

2

𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑠

𝑎

𝑡

𝑎

}.  

 

(10) 

 

 

Учитывая (10), из (4) имеем 
 

∫ 𝑚(𝑠)𝑢2(𝑠)𝑑𝑠 +
1

2
∑ {𝐻𝑖(𝑡, 𝑎) [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑎

]

2

+ ∫
𝜕

𝜕𝜏
𝐻𝑖

𝑡

𝑎

(𝑡, 𝜏)

𝑛

𝑖=1

𝑡

𝑎

∗ 

[∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝜏

]

2

𝑑𝜏 − ∫(𝐻𝑖(𝑠, 𝑎))′ [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑠

𝑎

]

2𝑡

𝑎

𝑑𝑠 − 

− ∫ ∫
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝜏
𝐻𝑖(𝑠, 𝜏) [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑠

𝜏

]

2

𝑑𝜏𝑑𝑠 =

𝑠

𝑎

𝑡

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

𝑡

𝑎

 

 

(11)  

 

Таким образом, если 𝑓(𝑡) = 0 при всех 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], то в силу условия а), б) и в) из (11) 

получим: 

∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 ≡ 0

𝑡

𝑎

 

или  

∫ 𝑃𝑖

𝑡

𝑠

(𝜉)𝑢(𝜉)𝑑𝜉 ≡ 0, 𝑡, 𝑠𝜖[𝑎, 𝑏], 𝑠 < 𝑡. 

Отсюда 𝑢(𝑡) = 0 при всех 𝑡𝜖[𝑎, 𝑏]. Доказана следующая теорема 1. 

Теорема 1. Если условия а), б и в) выполнены, то уравнение (1) в пространстве 

𝐶[𝑎, 𝑏] имеет не более одного решения. Подставляя 𝑡 = 𝑏 из (11), имеем 
 

∫ 𝑚(𝑠)𝑢2(𝑠)𝑑𝜑(𝑠) +
1

2
∑ {𝐻𝑖(𝑏, 𝑎) [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑎

]

2

+ ∫(𝐻𝑖(𝑏, 𝜏))′ ∗

𝑏

𝑎

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

 

(12) 
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[∫ Pi(s)u(s)ds

b

τ

]

2

dτ − ∫(Hi(s, a))′ [∫ Pi(s)u(s)ds

s

a

]

2

ds − ∫ ∫
∂2

∂s ∂τ
Hi(s, τ) ∗

s

a

b

a

b

a

 

∗ [∫ 𝑃𝑖(𝑠)𝑢(𝑠)

𝑠

𝜏

𝑑𝑠]

2

𝑑𝜏𝑑𝑠} = ∫ 𝑓(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠.

𝑏

𝑎

 

 

Из (12) вытекает справедливость следующей теоремы 2. 

Теорема 2. Если условия а), б) и г) выполнены, то уравнение (1) в пространстве 𝐶[𝑎, 𝑏] 

имеет не более одного решения. 
 

Результаты: примеры 

Приведем примеры, которые будут удовлетворять условиям выше сформулированных 

теорем о единственности решения линейных интегральных уравнений Вольтерра третьего 

рода на конечном отрезке. 

Пример1. Рассмотрим уравнение (1) при 𝑛 = 2, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑃1(𝑡) = √𝑡
4

, 𝑚(𝑡) =

𝑡, 𝐻1(𝑡, 𝑠) =
𝑠

1+𝑡
 , 𝑃2(𝑡) = √𝑡 , H2(t, s) =

2s

3+t
. 

В этом случае все условия теоремы 1 выполняются. Так как 

𝐻1(𝑡, 0) = 0, (𝐻1(𝑡, 0))
′

= 0,
𝜕

𝜕𝑠
𝐻1(𝑡, 𝑠) =

1

1 + 𝑡
,  

𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑠
𝐻1(𝑡, 𝑠) = −(1 + 𝑡)−2, (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐺, 

𝐻2(𝑡, 0) = 0, (𝐻2(𝑡, 0))′ = 0,
𝜕

𝜕𝑠
𝐻2(𝑡, 𝑠) =

2

3 + 𝑡
,

𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑠
𝐻2(𝑡, 𝑠) = 

= −2(3 + 𝑡)−2, (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐺. 

Пример 2. Рассмотрим уравнение (1) при 𝑛 = 2, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑃1(𝑡) = sin 2 ,t 𝑚(𝑡) =

sin ,t 𝐻1(𝑡, 𝑠) = 𝑠𝑒−𝑡 , 𝑃2(𝑡) = ln(1 )t , H2(t, s) = 3s𝑒−6𝑡. 
 

В этом случае все условия теоремы 2 выполняются. Так как 

𝐻1(𝑡, 0) = 0, (𝐻1(𝑡, 0))
′

= 0,
𝜕

𝜕𝑠
𝐻1(𝑡, 𝑠) = 𝑒−𝑡,  

𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑠
𝐻1(𝑡, 𝑠) = −𝑒−𝑡, (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐺, 

𝐻2(𝑡, 0) = 0, (𝐻2(𝑡, 0))′ = 0,
𝜕

𝜕𝑠
𝐻2(𝑡, 𝑠) = 3𝑒−6𝑡,

𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑠
𝐻2(𝑡, 𝑠) = 

= −18𝑒−6𝑡, (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐺, 𝐻1(1, 𝑡)= t𝑒−1,  (𝐻1(1, 𝑡))
′

= 𝑒−1. 

 

Предложенные методы можно использовать для исследования вопросов 

единственности решения для различных классов линейных интегральных и интегро-

дифференциальных уравнений, а также при решении конкретных прикладных задач, 

приводящихся к интегральным уравнениям Вольтерра третьего рода.  

 

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководителю д-ру физ.-
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