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Аннотация. В статье исследуется нелинейное интегральное уравнение Вольтерра 

первого рода с особым решением. При этом на основе разработанного метода сингулярных 

возмущений доказаны вопросы регуляризируемости и единственности решения исходного 

уравнения во введенном пространстве, где учитывается особая функция специального типа с 

малым параметром. Отметим, что исследуемое уравнение вырождается во многих 

некорректных (условно-корректных) обратных задачах математической физики, например, в 

задачах: теплопроводности, фильтрации, интегральной геометрии, влагопереноса в 

почвогрунтах, наследственной среды [2–4, 10] и др., в чем и заключается актуальность 

данной статьи. 

 

Abstract. In the paper we study a nonlinear the first kind Volterra integral equation with 

a special solution. At the same time, on the base of the developed method of singular perturbations, 

the questions of regularizability and uniqueness of the solution of the original equation in 

the introduced space, where a special function of a special type with a small parameter is taken into 

account, are proved. We note that the equation under study degenerates in many incorrect 

(conditionally correct) inverse problems of mathematical physics, for example, in the problems of 

heat conduction, filtration, integral geometry, moisture transfer in soils, hereditary environment [2–

4, 10], etc., in which is the relevance of this paper. 

 

Ключевые слова: метод регуляризации, малый параметр, некорректная задача, особое 

решение, интегральные уравнения Вольтерра первого рода. 
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В теории ИУВ-1 и ИУВ-3 рассмотрены различные варианты МР, связанные с ядрами 

данных уравнений, которые встречаются в работах [1, 5-9, 11]. Особое место занимает случай 

МР в области ИУВ-1 или ИУВ-3, которое позволяет построить особое решение в 

определенном пространстве, где учитывается функция, имеющее сингулярности 

относительно малого параметра [5, 7]. В указанных условиях регуляризируемость исходных 



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 8. №7. 2022 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/80 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 30 

нелинейных ИУВ-1 или ИУВ-3 считаются в обобщенном смысле в тех пространствах, 

которые введены.  

В связи с этим, в настоящей статье изучается некорректное ИУВ-1 вида: 
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KF,  — известные функции, причем   неизвестная функция из [11]: ),,0(2 ХZ  

здесь ),0(2 ХZ — это пространство, элементами которого являются все суммируемые с 

квадратом функции из ],0[2 XL , а также обобщенные функции )(xz , сосредоточенные в 

начале координат отрезка ],0[ X  (с условием, если неотрицательная пробная функция 

,1)0(   то ).1,2  z  При этом ставится задача, доказать регуляризируемости (1) в 

вышеуказанном пространстве, так как при условии (2) ИУВ-1 некорректно поставленное, т.е. 

не имеет решение в ].,0[ XC  

1. Регуляризирующие алгоритмы в ИУВ-1 

Чтобы доказать регуляризируемость (1) при условии (2) в обобщенном смысле, сперва 

проводя следующие математические преобразования, т.е. допуская:  
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ИУВ-1 (1) эквивалентно преобразуется к виду: 
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Далее, рассмотрим уравнение с малым параметром ε, вида 
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Решение этого уравнения ищем по правилу: 
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причем, относительно неизвестных функций имеют место: 
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б) )(х  — решение видоизмененного вырожденного уравнения (9), где свободный член 

в начале отрезка ],0[ X  обращается в нуль. При этом функция ],0[)( XCх   и доказывается, 

что ИУВ (9) регуляризируема в ],0[ XC . 

в) Функция 
)(х  определяется единственным образом из (10), причем сходится к нулю 

в смысле ],0[ XC  когда малый параметр: 0 . 

1) В самом деле, во-первых, из (8) следует: 
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Значит, получим (11).  

2) Во вторых, так как функция  x  является решением уравнения (9), то вводя 

уравнение с малым параметром вида: 
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можем доказать следующую лемму: 

Лемма 1. При условиях (2),(3) и (7) уравнение (30) имеет решение ИУВ (13) 

равномерно сходится к решению (9) при 0 . Доказательство. В условиях леммы 1 

уравнение (13) преобразуем к виду 
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и проводим оценки вида 
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а также: 
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Тогда имеет место 
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С другой стороны, с помощью подстановки: 
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Следовательно, учитывая оценки вида:  
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из (16), имеем 
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т. е., сходится в смысле ].,0[ XC  Что и требовалось доказать.  

3) Чтобы определить функцию 
 x , сперва (10) преобразуем к виду 
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Далее, для оценки (20) учитываем: 
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здесь учтены: 
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Поэтому, имеет место 
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Лемма 2. Если выполняются условия леммы 1 и (12),(22), то уравнение (10) разрешимо 

в ],0[ XC , причем при ε→0 сходится к нулю в смысле ].,0[ XC  

Выводы:  

А) Если выполняются условия лемм 1, 2, то решение ИУ (5) единственным образом 

представимо в виде (7), при этом  Xx ,0  решение уравнения (5) сходится (неравномерная 

сходимость) при ε→0 к решению уравнения (9) с оценкой:  
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Б) А в случае:  
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Кроме того, имеет место (11). Поэтому, учитывая вышеуказанные дефекты, пока не 

можем сказать близости решений уравнений (5) и (9) в определенном смысле. 

2. Регуляризация ИУВ-1 в ),0(2 XZ  

В этом пункте докажем теорему о регуляризируемости ИУВ-1 в ),0(2 XZ , чтобы 

полноценно оценить близость решений уравнений (5), (9) в этом пространстве. 

Теорема 1. Пусть имеют место условия лемм 1,2 и имеет место (23). Тогда следуют: 
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Доказательство. Рассматривая второе соотношение формулы (23) в смысле нормы 

пространства ),0(2 XZ , получим: 
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т.е., действительно, имеет место (24). 

Кроме того, из первого соотношение формулы (23) на основе нормы ),0(2 XZ  и 

неравенство:  ),(2)( 2121

nnnn aaaa  0a,0a
21
 , следует 

).(
~

])([2|||| 0
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А это означает, что и выполняется неравенство (25). 

С другой стороны, учетом (см. (5)): 

,)()()()())(()())(( xFxFxFxxFx   
 

получим 
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Что и требовалось доказать. 

Из полученных результатов пунктов 1, 2, в итоге имеем: 

Утверждение 1. В условиях теоремы 1 ИУВ-1 (1) регуляризируется по правилу (5) в 

),0(2 XZ  обобщенном смысле. 
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Заключение 

В работе исследовано нелинейное некорректное ИУВ-1 в ),0(2 XZ  Решение исходного 

уравнения строится с помощью МР, которое позволило выявить достаточные условия 

разрешимости и регуляризируемости исходного уравнения в ),0(2 XZ  

Результаты работы могут быть использованы к обратным задачам математической 

физики, где вырождаются нелинейные некорректные ИУВ-1 указанного класса.  
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