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Аннотация. В работе исследованы решения нелинейных сингулярно возмущенных 

дифференциальных уравнений. Матричные функции имеют несколько собственных 

значений, которые несколько раз меняют условия устойчивости в рассматриваемой области. 

При этих собственных значениях выполняются условия устойчивости, но точки смены 

устойчивости, начальная и критическая совпадают. Это нехарактерно для проводимых работ 

в этом направлении. Неясно какая оценка в этой точке. Если эту точки рассмотрим в 

качестве начальной точки, то справа от нее будет , слева более , в самой точке 

. Если эту точку принять в качестве точки смены устойчивости, то получим похожую 

оценку. Если этой точкой будет критическая точка, то мы не приблизимся к этой точке. 

Поэтому выбираем начальную точку так, чтобы она оставалось в рассматриваемой области. 

Чтобы получить асимптотику решений использован метод последовательных приближений. 

Решение поставленной задачи рассматривается в комплексной плоскости. Собственные 

значения — аналитические функции, поэтому используя линии уровня обе части 

аналитических функций можно покрывать линиями рассматриваемой области. При 

исследовании решения выбраны пути интегрирования и получена соответствующая оценка. 

В результате доказаны единственность и равномерные сходимости решений. 

 

Abstract. Solutions of nonlinear singularly perturbed differential equations are studied in this 

work. The matrix functions have multiple eigen values, which change the stability conditions the 

region under consideration several times. For these eigen values, the stability conditions are 

satisfied, but the stability change points, initial and critical, coincide. This is not typical for ongoing 

work in this direction. It is not clear what the estimate is at this point. If we consider this point as 

the starting point, then to the right of  it will be, to the left more,  at the point itself 

. If this point is taken as the point of change of stability, then we obtain a similar estimate. If this 

point is a critical point, then we will not approach this point. Therefore, we choose the starting point 

so that it remains the area under consideration. To obtain the asymptotics of solutions, the method 

of successive approximations is used. The solution of the stated problem is considered in the 

complex plane. Eigen values are analytic functions, therefore, using level lines, both parts of 

analytic functions can be covered with lines of the region under consideration. When investigating 

the solution, integration paths were chosen and the corresponding estimate was obtained. As a 

result, the uniqueness and uniform convergence of solutions are proved. 
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Ранее проводимые работы в этом направлении хорошо изучены. Так, в работах [1, 2, 5, 

9–15, 17] рассмотрены случаи, когда собственные значения имели в действительной части 

значения отличные от нуля, т. е. . В этих случаях определены 

устойчивые и неустойчивые интервалы относительно действительной области. Получены 

соответствующие оценки. 

В предлагаемой работе рассматриваются собственные значения, которые несколько раз 

меняют условия устойчивости. При этом точки смены устойчивости, начальная и 

критическая совпадают.  

Собственные значения кратные, рассматриваемые задачи нелинейные. В этом случае 

решение рассматриваемые задач можно оценить и в действительной области, но мы получим 

решение задачи в комплексной области. 

Чтобы не было совпадения точки смены устойчивости, с начальной и критической 

точками, выбираем начальную точки определенным образом.  

Цель исследования. Доказать асимптотическую близость решений возмущенной и 

невозмущенной задач, когда действительные части собственных значений имеют несколько 

устойчивых и неустойчивых интервалов. Рассмотрены случаи, при которых точки смены 

устойчивости, критическая [2] и начальная совпадают.  

 

Материалы и методы исследования 

Рассмотрим задачу 
 

 (1) 
 

, (2) 

 

где , среди собственных значений матрицы есть 

кратные, , , -малый параметр,

-отрезок действительной оси, 

, -пространство аналитических функций,  — комплексная плоскость, 

.  

Пусть выполняются условия: 
 

 

(3) 

 

 (4) 
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Введем обозначения: 
 

 (5) 

 

 (6) 

 

 (7) 

 

 

(8) 

 

 (9) 

где , , , . При этом  вся 

комплексная плоскость. 

Справедлива теорема. 

Теорема. Пусть выполняются условия (3), (4). Тогда задача (1), (2) имеет единственное 

решение и для нее справедлива оценка: 
 

 (10) 

 

где , ,  — постоянное число. 

Доказательство. От задачи (1), (2) переходим к эквивалентному уравнению: 
 

 
(11) 

 

где . 

Решение уравнение (11) найдем методом последовательных приближений: 
 

 

(12) 

 

где , . 

Первообразная функция от собственных значений 
 

 
(13) 
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где , , . 

Линии уровня определяющиеся из (13) являются компенсирующими друг друга. В 

связи с этим при пограничных слоях можно использовать линии уровня 

. Если использовать обе линии уровня одновременно, то имеем 

полное покрытие рассматриваемой области. 

Определены пути интегрирования , , ( ),  приближения и соединение точки 

с точкой . В каждом приближении пути интегрирования  состоят 

из отрезков этих путей. Путь интегрирования  выбирается симметрично . 

Область, определяемая равенством (6) является простирающимися пограничными 

слоями. Этому дана оценка в работе [14].  

Область, определяемая (7) является переходной для пограничных слоев. Это 

установлено в работе [14]. 

Область, определяемая (8) является исключаемой регулярной областью, поэтому для 

получения оценки равенства (12) можно выбирать пути интегрирования. 

Область, определяемая (9) является уверенной регулярной областью. В этой области, 

учитывая равенства (12) также можно выбрать пути интегрирования для получения оценки. 

Учитывая пути интегрирования, производим оценку последовательных приближений

. 

Оценка задачи (1), (2) оценивается таким образов где — некоторая 

постоянная. Далее учитывая условия (4) имеем 

, где —

некоторая постоянная. 

Предположив справедливость неравенства 

где  — некоторая постоянная, . 

Устанавливаем доказательство справедливости оценки (10). 

Теперь докажем сходимость последовательных приближений. Имеем 

, , 

.Предположим, что выполняется неравенство 

. Докажем справедливость оценки 

. Имеем . 

Построим ряд 
 

 
(14) 

 

Если ряд (14) сходится равномерно, то последовательность  сходится 

равномерно. 
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Докажем равномерную сходимость ряда. Имеем: 

 

В рассматриваемой области , и при получим

.Теорема доказана.  

Пример. Пусть собственные значения матрицы являются кратными комплексно-

сопряженными  и . Если 

действительная часть собственных значений отрицательна в интервалах  — 

то это устойчивый интервал, при  — неустойчивый интервал, а  — 

точки перехода от устойчивого к неустойчивому интервалу,  — точка перехода от 

неустойчивого к устойчивому интервалу.  

Действительная часть характеристической функции равна  
 

 
(15) 

 

Решая (15) как уравнения, найдем , , . При 

 — сингулярная область, а при  — регулярная 

область. Если за начальную точку возьмем , то точка  одновременно является и 

точкой смены устойчивости, и начальной и критической. Поэтому начальную точку выберем 

иначе, с дополнительным условиям.  
 

Результаты и обсуждения 

Подведя итог, можем сказать, что последовательность  равномерно сходится к 

некоторой функции , которая является решением уравнения (1). Надо отметить что, 

если , то имеем оценку равную . Эта область является уверенной регулярной 

областью. Если , то область является исключаемой регулярной областью и верна 

оценка (10). В свою очередь при ,  — является бесконечно малой величиной, но 

. Поэтому для разных областей, получаем разные оценки. 

В работах [1, 2, 5, 9–15, 17] рассмотрена область, в которой для собственных значений 

выполняются условия (5), определяемые области совпадают. В данном случае, тоже требуем 

выполнение условия (5), но они выражают разные области, имеющие общие границы. Это 

связано с выбором собственных значений. Если потребуем выполнения условия как в 

работах [1, 2, 5, 9–15, 17], то имеем граничные линии. Граничными линиями являются 

критические линии уровня функции . Тогда в качестве рассматриваемых областей 

возьмем эти линии.  
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Заметим, что оценки решения задачи (1), (2) зависят только от особых точек, 

собственных значений матрицы . Поэтому в качестве рассматриваемой области возьмем 

всю комплексную плоскость удовлетворяющую условию (5). 

Если точки смены устойчивости, начальная и критическая точка совпадает, то такие 

случаи рассмотрены в работе [2]. Рассматриваемая задача была линейная, и ограничена 

первым приближением. Здесь мы поступим так, чтобы эти точки не совпадали, 

рассматриваемые области были наибольшими, а собственные значения кратными 

аналитическими функциями. Случаи, при которых собственные значения есть 

дифференцируемые функции рассмотрены в работе [17].  

Если собственные значения состоять от мнимых частей, то исследовать решение задачи 

(1), (2) можно как в работах [3, 4, 16]. Переходя к другом пространстве можно рассмотреть 

как в работах [6–8]. 
 

Выводы 

Решение (1), (2) зависят от выбора собственных значений матрицы  и выбора 

начальной точки. В работе доказана теорема, при помощи которой выполняются условия 

устойчивости. А также показана зависимость решения задачи не только от условий 

устойчивости, а также и от гармонических функций , . В данной 

работе областью исследования является комплексная плоскость. Следовательно, на оценки 

решений (1), (2) влияют только пограничные области . 

Если поставим условия выбора начальной точки, то получим задачи, которые внутри 

рассматриваемой области собственными значениями матрицы несколько раз меняет условия 

устойчивости. В данном случае также доказано асимптотическая близость решений.  
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