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Аннотация. Если функция, определяющая устойчивый и неустойчивый интервал, 

несколько раз меняет условия устойчивости, то они хорошо изучены. Но при условии, что 

начальная точка и точка смены устойчивости не совпадают. Поэтому в данной работе мы 

изучаем решения нелинейных сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений с 

начальными условиями. Особенность и новизна данной работы заключается в том, что здесь 

рассматриваемая область несколько раз меняет условия устойчивости. А также область имеет 

бесконечно большое время задержки. Для доказательства существования решений 

используется метод последовательных приближений. А также для сходимости решений 

применим метод мажорант. Для доказательства единственности решений воспользуемся 

методом от противного. Решение поставленной задачи рассматривается в действительной 

области. В результате была доказана асимптотическая близость решения возмущенной и 

невозмущенной задач. 

 

Abstract. If the function that determines the stable and unstable interval changes the stability 

conditions several times, then they are well studied. But under the condition the initial point and 

the point of change of stability do not coincide. Therefore, in this paper, we study solutions of 

nonlinear singularly perturbed differential equations with initial conditions. The peculiarity and 

novelty of this work lies in the fact that here the considered area changes the stability conditions 

several times. And also, the area has an infinitely long delay time. To prove the existence of 

solutions, the method of successive approximations is used. And also, for the convergence of 

solutions, we apply the majorant method. To prove the uniqueness of solutions, we use 

the contradiction method. The solution of the stated problem is considered in the real area.  
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Введение 

Если функция )(ta  несколько раз меняет условия устойчивости, то можно выбрать 

начальную точку из устойчивого интервала. Сложность заключается в том, что точки смены 

устойчивости, начальная точка, а также критическая точка совпадают. В этом случае мы 

должны рассматривать несколько областей. А это, свою очередь, добавляют некоторые 

сложности. Когда точки смены устойчивости, начальная точка, а также критическая точка не 

совпадают, то эти случаи рассмотрены в [1, 2]. Задача нелинейная, поэтому функцию 

)),(,( tytg  разложим в окрестности точки 0x  в ряд Тейлора. Для простоты ограничиваем 

нелинейности второго порядка, хотя можно определить нелинейности любого порядка. 

Ставим определенное условие на действительную часть функции )(ta . Определить 

область можно будет с достаточно большой время задержкой. Если )()( tita  . то в 

действительной области неопределенны устойчивые и неустойчивые интервалы [3-6]. Этот 

случай критический. Цель исследования. Доказать асимптотическую близость решений 

возмущенной и невозмущенной задач. 

 

Материалы и методы исследования 

Рассмотрим задачу: 
 

)),(,()),(,(),()(),('  tytgtytftytaty   (1) 
 

0

0 ),( yty   (2) 

 

где )(0 Oy  , 00    — малый параметр, ),( ty  - искомая функция, t ,  Tt ,0  

— отрезок действительной оси, Tt 0 . Определим область  
 

     yTttyt ,,, 0

2
, 

 

где 0  - некоторая постоянная, не зависящая от  . 

Задача. Доказать существование, ограниченность и единственность решения ),( ty  на 

промежутке  Tt ,0 . 

От правых частей (1) потребуем выполнения следующих условий: 

1 : 0)(Re ta  при 00 Ttt  , 0)(Re ta  при TtT 0 , 0)(Re 0 Ta . 

2 : 

t

t

dssatF

0

)(Re)( ,  Ttt ,0 , 0)( tF , 0)()( 0  TFtF , )(Re)( 00 TaTF  . 

3 : 0)),(,( tytg ,   2,  yt , 0)),(,( tytf ;  yyMytfytf
~~~)

~~,()~,( 0  

 xx
~~,~max , где 00 M  — некоторая постоянная, не зависящая от  . 
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Учитывая условие 3 , функцию ),( ytg  разложим в окрестности точки 0y  по 

формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. 
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Тогда получим 
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По условию 3  имеем 0)0,( tg . Введя следующие обозначения  

)(
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Имеем,  
 

)),(,(...)),(,(),())()((),(' 10  tytgtytftytgtaty n  (3) 

 

,),( 0yTy   0
0 Cy  . (4) 

 

Докажем следующую лемму: 

Лемма. Пусть выполняется 3 . Тогда  
 

    2~~,~,  ytyt :  yyyyMytgytg nn

~~,~max
~~~)

~~,()~,( 11   , 

 

где M0  — некоторая постоянная. 

Доказательство. Возьмем разность 
1

1

1

1
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n yytgyytg . Этот разность 

преобразуем следующим образом: 
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К разности )
~~,()~,( 11 ytgytg nn    можно применить теорему о конечных приращениях по 

переменной y .  

Функции ),(1 ytgn , 
y

yyytgn



  )~~~(~,( 11 
 непрерывны в области 2 , следовательно, 

они ограничены. 

Учитывая, все сказанное имеем:  
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Лемма доказано. 

При 0  согласно 3  невозмущенное уравнение 0))(,()()(  tytftyta  имеет 

решение 0)( ty , которое для присоединенного уравнения будет точки покоя. Точка покоя 

неустойчива при  00 ,Ttt  и устойчива при  TTt ,0 .  

Имеет место следующая теорема. 
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Теорема. Пусть выполнены условия 1  - 3 . Тогда  Ttt ,0  решение задачи (3)-(4) 

существует, единственно и для нее справедлива оценка 
 

01 ),(),( qtyty    (5) 

 

где 01 q  — некоторая постоянная, зависящая от  . 

Доказательство. Задачи (3)-(4) заменим следующим эквивалентным интегральным 

уравнением: 
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(6) 

 

где )()()( 0 sgsasF  . 

Для доказательства существования решения уравнения (6) применим метод 

последовательных приближений. 

Последовательные приближения определим следующим образом: 
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Проведем оценку последовательных приближений (7). 
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где )()()( 0 sgsasF  . При 2m , 1n  имеем 
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Тогда получим  
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Верно оценка 

012 ),(),( qtyty   . 

При m , 1n  справедлива следующая оценка 
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К последнему интегралу применяя лемму, получим 
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Получается оценка 

013 ),(),( qtyty   . 

Пусть имеет место оценка  
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Учитывая (8), докажем справедливость оценки для  1m . 
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Так как 0

2

0000 )1(1 qqMMC   , следовательно, 011 ),(),( qtytym   . Таким 

образом, оценка (8) верна Nm . Из (8) вытекает, что  ),( tym  ограничена. 

Теперь докажем сходимости последовательных приближений  ),( tym , применяя 

метод мажорант. Для этого последовательность  ),( tym  представим в виде: 

     ),(),(...),(),(),(),(),(),( 123121  tytytytytytytyty mmm  . 
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Оценим ),(),( 1  tyty mm  . Имеем  
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   dyyy mmm ),(,),(max),( 212  . 

Учитывая (8), имеем   0121 ),(),(,),(max qtytyty mm   . 

Тогда получим 
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Пусть  

1112 ),(),(),( qtytyty   , где )1( 0

2

0001   qCMMq . 

Пусть 
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Докажем, справедливость оценки (9) для  1m . 
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Оценка (9) верна Nm . Таким образом 
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Из (10) следует, что последовательность  ),( tym ,  Ttt ,0  и при 10 1  q  сходится 

к некоторой функции ),( ty , которая является решением задачи (1) и для нее справедлива 

оценка 01 ),(),( qtyty   . Оценка (5) доказана. Докажем единственность решения методом 

от противного. Допустим, что существует другое решение ),( tx  задачи (3)-(4). 
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Учитывая (7), получим 
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Далее, учитывая (11) 
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Докажем оценку (12) 
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Тогда Nm  верна (12). Отсюда вытекает 0),(),(   txty    ),(),(  txty  . 

Единственность решения доказана. Теорема полностью доказано.  

Пример. Пусть )12()()( 23

3  titttta  . Действительная часть отрицательна в 

интервалах    1,01; t  — то это устойчивый интервал, при     ;10;1t  — 

неустойчивый интервал, а 1t  — точки перехода от устойчивого к неустойчивому 

интервалу, 0t  — точка перехода от неустойчивого к устойчивому интервалу. 

Действительная часть характеристической функции равна  

t

t

tt
dssa

0
24

)(Re
24

. 

Отсюда имеем: 21 t , 032  tt , 24 t . При     ;22;t  — 

сингулярная область, а при    2;00;2 t  — регулярная область. Если за начальную 

точку возьмем 2t , то точка 0t  одновременно является и точкой смены устойчивости, 

и начальной и критической. Поэтому начальную точку выберем иначе, с дополнительным 

условиям. Если 22  t , имеем действительные корни,     ;22;t , 

уравнения имеет две действительные две комплексные корни. Появиться возможность с 

максимальной время задержкой. Если начальную точку выберем от бесконечности. т. е. 

0),( yy   , то имеем [7] сингулярную задачу. 

 

Результаты и обсуждения 

Если взять начальную точку бесконечно удаленную точку, то по определению [7] также 

имеем сингулярную задачу. Такой случай вполне возможен в данной работе. Можем сказать, 

что последовательность  ,(tym  равномерно сходится к некоторой функции ),( ty , 
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являющейся решением уравнения (3). Когда время задержка бесконечно большая, то задача 

рассматривается на всей числовой оси, т. е. вся числовая прямая представляет собой 

регулярной областью. Точнее, нет необходимости изучать сингулярную область. 

Пограничные слои появится бесконечно удаленной точке. Время задержка достаточно 

большая. Бесконечно удаленная точка не представляет интереса для изучения пограничных 

явлений. В приведенном выше примере функция )(ta  трижды меняет условия устойчивости. 

В общем случае такая функция может несколько раз меняет условия устойчивости.  

 

Выводы 

Решение (3), (4) зависят от выбора )(ta . Если в качестве начальной точки выбрана точка 

на бесконечности, то такая задача является сингулярной[7]. Доказанная теорема показывает, 

что асимптотическая близость решений возмущенной и невозмущенной задач. 
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