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Аннотация. Доказана теорема существования и единственности решения краевой 

задачи для уравнения в частных производных четвертого порядка с переменными 

коэффициентами, содержащее произведение смешанного параболо-гиперболического 

оператора и дифференциального оператора колебания струны с разрывными условиями 

склеивания в пятиугольнике на плоскости. Методом понижения порядка уравнений 

разрешимость краевой задачи сводится к решению задачи Трикоми для смешанного 

параболо-гиперболического уравнения с переменными коэффициентами и с разрывными 

условиями склеивания. Разрешимость этой задачи сводится к решению интегрального 

уравнения Фредгольма второго рода относительно следа производной функции по y на линии 

изменения типа уравнения. В гиперболической части области методом функции Римана 

получено представление решения задачи для гиперболического уравнения с младшими 

членами. В параболической части области методом последовательных приближений и 

функции Грина получено решение первой краевой задачи для параболического уравнения с 

младшими членами. В результате решение задачи реализуется методом решения задачи Гурса 

и первой краевой задачи для уравнения колебания струны. 

 

Abstract. The theorem of the existence and uniqueness of the solution of the boundary value 

problem for the equation in partial derivatives of the fourth order with variable coefficients 

containing the product of the mixed parabolic-hyperbolic operator and the differential operator of 

the oscillation string with discontinuous conditions of gluing in the pentagon to the plane is proved. 

By the method of reducing the order of equations, the solvability of the boundary value problem is 

reduced to the solution of the Tricomi problem for the mixed parabola-hyperbolic equation with 

variable coefficients and discontinuous gluing conditions. Solving this problem is reduced to 

the solution of Fredholm’s integral equation of the second order relative to the trace of 

the derivative function on y along the line of variation of the equation type. In the hyperbolic part of 

the domain, the representation of the solution of the problem for the hyperbolic equation with 

the smallest terms was obtained by using the Riemann function method. In the parabolic part of 

the domain, the solution of the first boundary value problem for the parabolic equation with 

the smallest terms is obtained by the method of successive approximations and the Green’s 
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function. As a result, the solution of the problem is realized by the method of solving the Gursa 

problem and the first boundary value problem for the equation of string oscillation. 

 

Ключевые слова: краевые задачи, параболо-гиперболический оператор, интегральные 

уравнения, функция Римана и Грина. 

 

Keywords: boundary value problems, parabolic-hyperbolic operator, integral equations, 

Riemann and Green’s function. 

 

1. Постановка задачи. В области 𝐷 , ограниченная отрезками линий 𝐴𝐶: 𝑥 + 𝑦 =

0, 𝐶𝐵: 𝑥 − 𝑦 = ℓ(ℓ > 0), 𝐵𝐵0: 𝑥 = ℓ, 𝐵0𝐴0: 𝑦 = ℎ(ℎ > 0), 𝐴0𝐴: 𝑥 = 0, рассмотрим уравнение 

 

𝐿1𝐿2𝑢 = 0 (1) 

 

𝐿1 ≡ {
𝑙1 ≡

𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑐1(𝑥, 𝑦), 𝑦 > 0,

𝑙2 ≡
𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑐2(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0,

 

2 2

2 2 2
,L

x y

 
 
   

где 𝑎𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑐𝑖(𝑥, 𝑦)(𝑖 = 1,2), 𝑏2(𝑥, 𝑦)  — заданные функции, удовлетворяющие 

условиям: 

 

𝑎1(𝑥, 𝑦), 𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑎1𝑦(𝑥, 𝑦), 𝑐1(𝑥, 𝑦) ∈ С(�̄�1), 

𝑎2(𝑥, 𝑦), 𝑎2𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑏2(𝑥, 𝑦), 𝑏2𝑦(𝑥, 𝑦), 𝑐2(𝑥, 𝑦)С(�̄�2). 

(2) 

 

Пусть 𝐷1 = 𝐷 ∩ (𝑦 > 0), 𝐷2 = 𝐷 ∩ (𝑦 < 0) . Класс 𝐶𝑛+𝑚  означает существование и 

непрерывность всех производных 
𝜕𝑟+𝑠

𝜕𝑥𝑟𝜕𝑦𝑠
(𝑟 = 0,1, . . . , 𝑛; 𝑠 = 0,1, . . . , 𝑚) [1]. 

Уравнение (1) в области 𝐷1 представимо в виде 

 

𝑙1𝐿2 ≡ (
𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑎1(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑥
+ с1(𝑥, 𝑦))(

𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕2

𝜕𝑦2
) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷1 

(3) 

 

и имеет двукратную характеристику 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  и две различные характеристики 

𝑥 + 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥 − 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а в области 𝐷2 примет вид 

 

𝑙2𝐿2 ≡ (
𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑎2(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑏2(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑐2(𝑥, 𝑦)) (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)

= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷2 

(4) 

 

причем имеет две различные двукратные характеристики: 𝑥 + 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥 − 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

[2]. 

В области 𝐷 для уравнения (1) рассматривается 

Задача 1. Требуется найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) со следующими свойствами: 

1) 𝑢(𝑥, 𝑦) является решением уравнения (1) в области 𝐷\(𝑦 = 0); 

2) 𝑢(𝑥, 𝑦) и ее частные производные первого порядка непрерывны в области D  ; 
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3) функция xx yyu u u 
 непрерывна в области �̄�\(𝑦 = 0); 

4) функции 

u

x



  и 

u

y



  непрерывна в области 𝐷\(𝑦 = 0); 

5) для функции □𝑢 и 

u

y



  на линии 𝑦 = 0 выполняются следующие разрывные условия 

склеивания: 

 

□𝑢(𝑥,−0) = 𝛼(𝑥)□𝑢(𝑥,+0) + 𝛾(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ, 
𝜕□𝑢(𝑥,−0)

𝜕𝑦
= 𝛽(𝑥)

𝜕□𝑢(𝑥,+0)

𝜕𝑦
+ 𝛿(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ, 

(5) 

 

где 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛿(𝑥), 𝛾(𝑥) — заданные функции, удовлетворяющие условиям: 

 

∀𝑥 ∈ [0, ℓ]: 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥), 𝛿(𝑥) ∈ 𝐶[0, ℓ], 𝛼(𝑥)𝛽(𝑥) ≠ 0; (6) 

 

6) 𝑢(𝑥, 𝑦) удовлетворяет следующим условиям: 

 

0 0AA 1 BB 2u| ( y ), u | ( y ), 0 y h,    
 

(7) 

 

0 0xx AA 3 xx BB 4u | ( y ), u | ( y ), 0 y h,    
 

(8) 

 

𝑢|𝐴𝐶 = 𝜓1(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤
ℓ

2
, 𝑢|𝐵𝐶 = 𝜓2(𝑥),

ℓ

2
≤ 𝑥 ≤ ℓ, (9) 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑛
|
𝐵𝐶

= 𝜓3(𝑥),
ℓ

2
≤ 𝑥 ≤ ℓ 

(10) 

 

где 𝑛  — внутренняя нормаль, 𝜑𝑖(𝑦)(𝑖 = 1,4, 𝜓𝑗(𝑥)(𝑗 = 1,3)  — заданные функции, 

причем: 

 

𝜑𝑖(𝑦) ∈ С2[0, ℎ](𝑖 = 1,2), 𝜑𝑗(𝑦) ∈ С[0, ℎ](𝑗 = 3,4), 

𝜓1(𝑥) ∈ 𝐶2 [0,
ℓ

2
] , 𝜓2(𝑥) ∈ 𝐶2 [

ℓ

2
, ℓ] , 𝜓3(𝑥) ∈ 𝐶3 [

ℓ

2
, ℓ] ; 

(11) 

 

𝜓1(0) = 𝜑1(0), 𝜓2(ℓ) = 𝜑2(0), 𝜓1 (
ℓ

2
) = 𝜓2 (

ℓ

2
) , 

𝛼(ℓ)[𝜑4(0) − 𝜑2
″(0)] + 𝛾(ℓ) = −√2𝜓3

′ (ℓ). 

(12) 

 

Краевые задачи для уравнений 1 0Lu 
, 2 1 0L Lu 

 рассмотрены в работах [3, 4].  

Краевая задача для уравнения (1) с постоянными коэффициентами и с непрерывными 

условиями склеивания, изучена в работе [5].  

Краевые задачи для уравнения 𝐿1𝐿2𝑢 = 0 , в случае, когда оператор 𝐿1  представляет 

собой эллиптико-гиперболический оператор, изучены в работах [6, 7].  

Краевые задачи для уравнения типа (1), когда L1 — эллиптико-гиперболический, а L2 — 
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дифференциальный оператор n-порядка, исследована в работе [8].  

Краевые задачи для уравнений смешанного типа с разрывными условиями склеивания 

впервые изучены в работах [9, 10]. 

При 𝑦 > 0 уравнение (1) запишем в виде системы: 

 

𝐿2𝑢 ≡
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝜐1(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷1, 

(13) 

 

𝑙1𝜐1 ≡
𝜕2𝜐1
𝜕𝑥2

−
𝜕𝜐1
𝜕𝑦

+ 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝜐1𝑥 + 𝑐1(𝑥, 𝑦)𝜐1 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷1; 
(14) 

 

а при 𝑦 < 0 в виде следующей системы: 

 

𝐿2𝑢 ≡
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝜐2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷2, 

(15) 

 

𝑙2𝜐2 ≡
𝜕2𝜐2
𝜕𝑥2

−
𝜕2𝜐2
𝜕𝑦2

+ 𝑎2(𝑥, 𝑦)
𝜕𝜐2
𝜕𝑥

+ 𝑏2(𝑥, 𝑦)
𝜕𝜐2
𝜕𝑦

+ 𝑐2(𝑥, 𝑦)𝜐2 = 0, (𝑥, 𝑦)

∈ 𝐷2. 

(16) 

 

Из граничных условий (7), (8) получим:  

𝜐1|𝑥=0 = �̄�1(𝑦), 𝜐1|𝑥=ℓ = �̄�2(𝑦),0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ, (17) 

 

где �̄�1(𝑦) = 𝜑3(𝑦) − 𝜑1
″(𝑦), �̄�2(𝑦) = 𝜑4(𝑦) − 𝜑2

″(𝑦). Условие (10) запишем в виде  

 

𝜐2(𝑥, 𝑥 − ℓ) = −√2𝜓3
′ (𝑥),

ℓ

2
≤ 𝑥 ≤ ℓ. 

(18) 

 

Таким образом, для определения функций 𝜐1(𝑥, 𝑦)  и 𝜐2(𝑥, 𝑦)  придем к следующей 

задаче. 

Задача 2. Найти функции 𝜐1(𝑥, 𝑦) и 𝜐2(𝑥, 𝑦), удовлетворяющие следующим условиям: 

1) 𝜐1(𝑥, 𝑦) ∈ С(�̄�1) ∩ 𝐶2+1(𝐷1), 𝜐2(𝑥, 𝑦) ∈ С(�̄�2) ∩ 𝐶2(𝐷2); 

2) 𝜐1(𝑥, 𝑦)  является решением уравнения (14) в области 𝐷1 , а 𝜐2(𝑥, 𝑦)  является 

решением уравнения (16) в области 𝐷2; 

3) для функций 𝜐𝑖(𝑥, 𝑦),
𝜕𝜐𝑖(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
(𝑖 = 1,2)  на линии 𝑦 = 0  выполняются разрывные 

условия склеивания: 

 

𝜐2(𝑥, −0) = 𝛼(𝑥)𝜐1(𝑥, +0) + 𝛾(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ, 
𝜕𝜐2(𝑥, −0)

𝜕𝑦
= 𝛽(𝑥)

𝜕𝜐1(𝑥, +0)

𝜕𝑦
+ 𝛿(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ; 

(19) 

 

4) функция 𝜐1(𝑥, 𝑦) удовлетворяет условиям (17), а 𝜐2(𝑥, 𝑦) удовлетворяет условию (18). 

Для решения задачи 2 введем новые неизвестные функции следующим образом: 

𝜐1(𝑥, +0) = 𝜇1(𝑥), 𝜐2(𝑥, −0) = 𝜇2(𝑥), 𝜐1𝑦(𝑥, +0) = 𝜃1(𝑥),  𝜐2𝑦(𝑥, −0) =  = 𝜃2(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ. 

Тогда условия склеивания (19) запишется в виде: 
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𝜇2(𝑥) = 𝛼(𝑥)𝜇1(𝑥) + 𝛾(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ, (20) 

 

𝜃2(𝑥) = 𝛽(𝑥)𝜃1(𝑥) + 𝛿(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ (21) 

 

2. Соотношение между 𝜇1(𝑥) и 𝜃1(𝑥), полученное из области 𝐷1.  

Сначала рассмотрим задачу 2. Переходя к пределу при 𝑦 → +0 , из уравнения (14), 

получим соотношение между функциями 𝜇1(𝑥) и 𝜃1(𝑥): 

 

𝜇1
″(𝑥) + 𝑎1(𝑥, 0)𝜇1

′ (𝑥) + 𝑐1(𝑥, 0)𝜇1(𝑥) = 𝜃1(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ. (22) 

 

Из условия согласования имеем: 

 

𝜇1(0) = �̄�1(0), 𝜇1(ℓ) = �̄�2(0). (23) 

 

Полагая 

 

𝜇1(𝑥) = �̄�1(0) +
𝑥

ℓ
[�̄�2(0) − �̄�1(0)] + 𝑧(𝑥), (24) 

 

  

 

где 𝑧(𝑥) —  новая неизвестная функция, задача (22), (23) сводится к следующей задаче 

 

𝑧″(𝑥) + 𝑎1(𝑥, 0)𝑧
′(𝑥) + 𝑐1(𝑥, 0)𝑧(𝑥) = 𝑔(𝑥), (25) 

 

𝑧(0) = 0, 𝑧(ℓ) = 0, (26) 

 

где 𝑔(𝑥) = 𝜃1(𝑥) − 𝑐1(𝑥, 0)�̄�1(0) −
1

ℓ
[�̄�2(0) − �̄�1(0)][𝑎1(𝑥, 0) + 𝑥𝑐1(𝑥, 0)] 

Теорема 1. Если 𝑎1(𝑥, 0), 𝑎1𝑥(𝑥, 0), 𝑐1(𝑥, 0) ∈ С[0, ℓ] и 

 

∀𝑥 ∈ [0, ℓ]: 𝑐1(𝑥, 0) −
1

2
𝑎1𝑥(𝑥, 0) ≤ 0, 

(27) 

 

тогда задача (25), (26) имеет единственное решение. 

Доказательство. Рассмотрим однородное уравнение (25). Умножая это уравнение на 

𝑧(𝑥) и интегрируя полученное равенство по 𝑥 от 0 до ℓ, имеем тождество: 

∫ {[𝑧′(𝑥)]2 − [𝑐1(𝑥, 0) −
1

2
𝑎1𝑥(𝑥, 0)] 𝑧

2(𝑥)} 𝑑𝑥 ≡ 0
ℓ

0
. 

Отсюда при выполнении условия (27) заключаем, что ∀𝑥 ∈ [0, ℓ]: 𝑧(𝑥) ≡ 0. Теорема 1 

доказана. 

Решение задачи (25), (26) представим в виде [11] 

 

𝑧(𝑥) = ∫ 𝐺1(𝑥, 𝜉)
ℓ

0

𝑔(𝜉)𝑑𝜉, 
(28) 

 

где 𝐺1(𝑥, 𝜉) — функция Грина. Тогда из (24) и (28) имеем соотношение между 𝜇1(𝑥) и 

𝜃1(𝑥), полученное из области 𝐷1 в виде: 



Бюллетень науки и практики / Bulletin of Science and Practice 

https://www.bulletennauki.ru 

Т. 8. №11. 2022 

https://doi.org/10.33619/2414-2948/84 

 

 Тип лицензии CC: Attribution 4.0 International (CC BY 4.0) 17 

 

𝜇1(𝑥) = 𝑔1(𝑥) + ∫ 𝐺1(𝑥, 𝜉)
ℓ

0

𝜃1(𝜉)𝑑𝜉, 
(29) 

где 𝑔1(𝑥) = �̄�1(0) +
𝑥

ℓ
[�̄�2(0) − �̄�1(0)] − ∫ 𝐺1(𝑥, 𝜉)

ℓ

0
{�̄�1(0)𝑐1(𝜉, 0) +

1

ℓ
[�̄�2(0) −

�̄�1(0)] × 

× [𝑎1(𝜉, 0) + 𝜉𝑐1(𝜉, 0)]}𝑑𝜉. 

3. Соотношение между 𝜇2(𝑥) и 𝜃2(𝑥), полученное из области 𝐷2. Решение задачи Коши 

для уравнения (16), удовлетворяющее условиям 𝜐2(𝑥, −0) = 𝜇2(𝑥),  𝜐2𝑦(𝑥, −0) = 𝜃2(𝑥),0 ≤

𝑥 ≤ ℓ, имеет вид [12, 13]: 

 

𝜐2(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑥 + 𝑦, 0)𝜇2(𝑥 + 𝑦) + 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑥 − 𝑦, 0)𝜇2(𝑥 − 𝑦)] + 

+
1

2
∫ [𝑅𝜂(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) + 𝑏2(𝜉, 0)𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)]

𝑥−𝑦

𝑥+𝑦

𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 − 

−
1

2
∫ 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)

𝑥−𝑦

𝑥+𝑦

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉, 

(30) 

 

где 𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)  — функция Римана, которая определяется как решение следующей 

задачи Гурса: 

 

𝑅𝜉𝜉 − 𝑅𝜂𝜂 − (𝑎2𝑅)𝜉 − (𝑏2𝑅)𝜂 + 𝑐2𝑅 = 0, (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐷2
∗, (31) 

 

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)|𝜂=𝑥+𝑦−𝜉 = 𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
∫ [𝑎2(𝑡, 𝑥 + 𝑦 − 𝑡) +

𝑥

𝜉

 

+𝑏2(𝑡, 𝑥 + 𝑦 − 𝑡)]𝑑𝑡}, 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥, 

(32) 

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)|𝜂=𝜉−𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑝 {
1

2
∫ [𝑎2(𝑡, 𝑡 − 𝑥 + 𝑦) −

𝜉

𝑥

 

−𝑏2(𝑡, 𝑡 − 𝑥 + 𝑦)]𝑑𝑡}, 𝑥 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥 − 𝑦, 

(33) 

 

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑥, 𝑦) = 1. (34) 

где 𝐷2
∗ = {(𝜉, 𝜂): 𝑦 < 𝜂 < 0, 𝑥 + 𝑦 − 𝜂 < 𝜉 < 𝑥 − 𝑦 + 𝜂}. 

Используя условия (18), из (30) имеем 

 

𝑅(𝑥, 𝑥 − ℓ; 2𝑥 − ℓ, 0)𝜇2(2𝑥 − ℓ) − 𝑅(𝑥, 𝑥 − ℓ; ℓ, 0)√2𝜓3
′ (ℓ) − 

∫ [𝑅𝜂(𝑥, 𝑥 − ℓ; 𝜉, 0) +
2𝑥−ℓ

ℓ

𝑏2(𝜉, 0)𝑅(𝑥, 𝑥 − ℓ; 𝜉, 0)]𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 + 

+∫ 𝑅(𝑥, 𝑥 − ℓ; 𝜉, 0)
2𝑥−ℓ

ℓ

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 = −2√2𝜓3
′ (𝑥),

ℓ

2
≤ 𝑥 ≤ ℓ. 

(35) 

 

Пусть 2𝑥 − ℓ = 𝑧. Тогда 𝑥 =
𝑧+ℓ

2
. Так как 

ℓ

2
≤ 𝑥 ≤ ℓ, то 0 ≤ 2𝑥 − ℓ ≤ ℓ, 𝑥 − ℓ =

𝑧−ℓ

2
, 0 ≤

𝑧 ≤ ℓ,−
ℓ

2
≤

𝑧−ℓ

2
≤ 0. Следовательно, равенство (35) можно записать в виде: 
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𝑅 (
𝑧 + ℓ

2
,
𝑧 − ℓ

2
; 𝑧, 0) 𝜇2(𝑧) = ∫ [𝑅𝜂 (

𝑧 + ℓ

2
,
𝑧 − ℓ

2
; 𝜉, 0) +

𝑧

ℓ

 

+𝑏2(𝜉, 0)𝑅 (
𝑧 + ℓ

2
,
𝑧 − ℓ

2
; 𝜉, 0)] 𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 − ∫ 𝑅 (

𝑧 + ℓ

2
,
𝑧 − ℓ

2
; 𝜉, 0) 𝜃2(𝜉)𝑑𝜉

𝑧

ℓ

− 

−2√2𝜓3
′ (
𝑧 + ℓ

2
) + √2𝑅 (

𝑧 + ℓ

2
,
𝑧 − ℓ

2
; ℓ, 0) 𝜓3

′ (ℓ),0 ≤ 𝑧 ≤ ℓ. 

 

Отсюда, заменяя 𝑧 на 𝑥, имеем 

 

𝑅 (
𝑥 + ℓ

2
,
𝑥 − ℓ

2
; 𝑥, 0) 𝜇2(𝑥) = ∫ [𝑅𝜂 (

𝑥 + ℓ

2
,
𝑥 − ℓ

2
; 𝜉, 0) +

𝑥

ℓ

 

+𝑏2(𝜉, 0)𝑅 (
𝑥 + ℓ

2
,
𝑥 − ℓ

2
; 𝜉, 0)] 𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 − ∫ 𝑅 (

𝑥 + ℓ

2
,
𝑥 − ℓ

2
; 𝜉, 0) 𝜃2(𝜉)𝑑𝜉

𝑥

ℓ

− 

−2√2𝜓3
′ (
𝑥 + ℓ

2
) + √2𝑅 (

𝑥 + ℓ

2
,
𝑥 − ℓ

2
; ℓ, 0)𝜓3

′ (ℓ),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ. 

(36) 

 

Имеет место следующая 

Теорема 2. ∀𝑥 ∈ [0, ℓ]:  

 

𝑅 (
𝑥 + ℓ

2
,
𝑥 − ℓ

2
; 𝑥, 0) > 0 

(37) 

 

Доказательство. Условие (32) представим в виде 

 

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑥 + 𝑦 − 𝜉) = 𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
∫ [𝑎2(𝑡, 𝑥 + 𝑦 − 𝑡) +

𝑥

𝜉

 

+𝑏2(𝑡, 𝑥 + 𝑦 − 𝑡)]}𝑑𝑡, 𝑥 + 𝑦 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥. 

(38) 

 

Полагая 𝜉 = 𝑥 + 𝑦, из (38) имеем 

 

𝑅(𝑥, 𝑦; 𝑥 + 𝑦, 0) = 𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
∫ [𝑎2(𝑡, 𝑥 + 𝑦 − 𝑡) + 𝑏2(𝑡, 𝑥 + 𝑦 − 𝑡)]}𝑑𝑡.

𝑥

𝑥+𝑦

 
(39) 

 

Для удобства рассуждения запишем уравнение прямой 𝐶𝐵: 𝑥 − 𝑦 = ℓ  

в параметрическом виде: {
𝑥 =

𝑠+ℓ

2
, 0 ≤ 𝑠 ≤ ℓ,

𝑦 =
𝑠−ℓ

2
, 0 ≤ 𝑠 ≤ ℓ.

 

Заметим, что 𝒙 + 𝒚 = 𝒔. Тогда из (39) имеем: 

𝑅 (
𝑠 + ℓ

2
,
𝑠 − ℓ

2
; 𝑠, 0) = 𝑒𝑥𝑝{

1

2
∫ [𝑎2(𝑡, 𝑠 − 𝑡) + 𝑏2(𝑡, 𝑠 − 𝑡)]𝑑𝑡

𝑠+ℓ
2

𝑠

} , 0 ≤ 𝑠 ≤ ℓ. 

Отсюда, заменяя 𝑠 на 𝑥, убеждаемся в справедливости неравенства (37). 

Учитывая неравенство (37), уравнение (36) представим в виде 
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𝜇2(𝑥) = ∫ 𝑁1(𝑥, 𝜉)
ℓ

𝑥

𝜇2(𝜉)𝑑𝜉 + ∫ 𝑁2(𝑥, 𝜉)
ℓ

𝑥

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 + 𝛷1(𝑥), 
(40) 

 

где 

 

𝑁1(𝑥, 𝜉) = −
𝑅𝜂(

𝑥+ℓ

2
,
𝑥−ℓ

2
;𝜉,0)+𝑏2(𝜉,0)𝑅(

𝑥+ℓ

2
,
𝑥−ℓ

2
;𝜉,0)

𝑅(
𝑥+ℓ

2
,
𝑥−ℓ

2
;𝑥,0)

,   𝑁2(𝑥, 𝜉) =
𝑅(

𝑥+ℓ

2
,
𝑥−ℓ

2
;𝜉,0)

𝑅(
𝑥+ℓ

2
,
𝑥−ℓ

2
;𝑥,0)

,  𝛷1(𝑥) =

−2√2𝜓3
′ (𝑥)+√2𝑅(

𝑧+ℓ

2
,
𝑧−ℓ

2
;ℓ,0)𝜓3

′ (ℓ)

𝑅(
𝑥+ℓ

2
,
𝑥−ℓ

2
;𝑥,0)

. 

Обращение интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода (40) относительно 𝜇2(𝑥) 

имеем 

 

𝜇2(𝑥) = 𝛷2(𝑥) + ∫ 𝑇1(𝑥, 𝜉)
ℓ

𝑥

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉, 
(41) 

 

где 𝑇1(𝑥, 𝜉) = 𝑁2(𝑥, 𝜉) + ∫ 𝑅1(𝑥, 𝑡)
𝜉

𝑥
𝑁2(𝑡, 𝜉)𝑑𝑡,  𝛷2(𝑥) = 𝛷1(𝑥) + ∫ 𝑅1(𝑥, 𝜉)

ℓ

𝑥
𝛷1(𝜉)𝑑𝜉 , а 

𝑅1(𝑥, 𝜉) — резольвента ядра 𝑁1(𝑥, 𝜉). 

Соотношение (41), представляет собой связь между 𝜇2(𝑥)  и 𝜃2(𝑥) , полученное из 

области 𝐷2. 

4. Сведение задачи 2 к интегральному уравнению. Исключая 𝜃1(𝑥) из (21) и (29), имеем 

𝜇1(𝑥) = ∫
𝐺1(𝑥,𝜉)

𝛽(𝜉)

ℓ

0
𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 + 𝑔1(𝑥) − ∫

𝛿(𝜉)

𝛽(𝜉)
𝐺1(𝑥, 𝜉)

ℓ

0
𝑑𝜉. Подставляя найденное выражение для 

𝜇1(𝑥) в (20), получим: 

 

𝜇2(𝑥) = 𝛼(𝑥)∫
𝐺1(𝑥, 𝜉)

𝛽(𝜉)

ℓ

0

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 + 𝛼(𝑥) [𝑔1(𝑥) − ∫
𝛿(𝜉)

𝛽(𝜉)
𝐺1(𝑥, 𝜉)

ℓ

0

𝑑𝜉]

+ 𝛾(𝑥). 

(42) 

 

Исключая 𝜇2(𝑥) из (41) и (42), получаем интегральное уравнение 

 

∫ 𝑇1(𝑥, 𝜉)
ℓ

𝑥

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 = ∫ 𝑇2(𝑥, 𝜉)
ℓ

0

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 + 𝛷3(𝑥), 
(43) 

 

где 𝑇2(𝑥, 𝑡) =
𝛼(𝑥)

𝛽(𝜉)
𝐺1(𝑥, 𝜉), 𝛷3(𝑥) = 𝛼(𝑥) [𝑔1(𝑥) − ∫

𝛿(𝜉)

𝛽(𝜉)
𝐺1(𝑥, 𝜉)

ℓ

0
𝑑𝜉] + 𝛾(𝑥) − 𝛷2(𝑥). 

Продифференцирую (43) и учитывая при этом равенство 𝑇1(𝑥, 𝑥) = 𝑁2(𝑥, 𝑥) = −1, 

имеем 

 

𝜃2(𝑥) = ∫ 𝑇3(𝑥, 𝜉)
ℓ

𝑥

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 + ∫ 𝑇4(𝑥, 𝜉)
ℓ

0

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 + 𝛷3
′ (𝑥), 

(44) 

 

где 𝑇3(𝑥, 𝜉) = 𝑇1𝑥(𝑥, 𝜉), 𝑇4(𝑥, 𝜉) = −𝑇2𝑥(𝑥, 𝜉). 

Обращая Вольтерровскую часть уравнения (44), получим  
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𝜃2(𝑥) = ∫ 𝑇(𝑥, 𝜉)
ℓ

0

𝜃2(𝜉)𝑑𝜉 + 𝛷4(𝑥), 
(45) 

 

где 𝑇(𝑥, 𝑡) = 𝑇4(𝑥, 𝜉) + ∫ 𝑅2(𝑥, 𝑡)
ℓ

𝑥
𝑇4(𝑡, 𝜉)𝑑𝑡,

 𝛷4(𝑥) = −𝛷3
′ (𝑥) − ∫ 𝑅2

ℓ

𝑥
(𝑥, 𝜉)𝛷3

′ (𝜉)𝑑𝜉, 𝑅2(𝑥, 𝜉) — резольвента ядра 𝑇3(𝑥, 𝜉). Пусть 

‖𝑇‖ = 𝑚𝑎𝑥
0≤𝑥≤ℓ
0≤𝑡≤ℓ

|𝑇(𝑥, 𝜉)|.  

 

Теорема 3. Если выполняется условие 

 

ℓ ⋅ ‖𝑇‖ ≤ 1, (46) 

 

тогда интегральное уравнение (45) имеет единственное решение, представимое в виде  

 

𝜃2(𝑥) = 𝛷5(𝑥) + ∫ 𝑅3(𝑥, 𝜉)
ℓ

0

𝛷5(𝜉)𝑑𝜉, 
(47) 

 

где 𝑅3(𝑥, 𝜉) — резольвента ядра 𝑇(𝑥, 𝑡).  

После определения 𝜃2(𝑥) по формуле (47), из формул (21), (29), (20) последовательно 

определяем 𝜃1(𝑥), 𝜇1(𝑥), 𝜇2(𝑥)  соответственно. Таким образом, существование и 

единственность решения задачи 2 доказана. 

5. Решение задачи 2 в области 𝑫𝟏. Из постановки задачи 2 в области 𝐷1 для 𝜐1(𝑥, 𝑦) 

получим следующую первую краевую задачу для параболического уравнения: 

 

𝑙1𝜐1 ≡ 𝜐1𝑥𝑥 − 𝜐1𝑦 + 𝑎1(𝑥, 𝑦)𝜐1𝑥 + 𝑐1(𝑥, 𝑦)𝜐1 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷1, (48) 

 

𝜐1|𝑥=0 = �̄�1(𝑦), 𝜐1|𝑥=ℓ = �̄�2(𝑦),0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ, 𝜐1(𝑥, 0) = 𝜇1(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ, (49) 

 

где �̄�1(𝑦) = 𝜑3(𝑦) − 𝜑1
″(𝑦), �̄�2(𝑦) = 𝜑4(𝑦) − 𝜑2

″(𝑦). 

Теорема 3. Если ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷1: 𝑎1, 𝑎1𝑥, 𝑐1 ∈ С(�̄�) и выполняются условия 

 

𝑐1(𝑥, 𝑦) −
1

2
𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦) ≤ 0, 

(50) 

 

тогда задача (48), (49) имеет единственное решение. 

Доказательство. Рассмотрим однородные краевые условия (48). Умножая уравнение 

(48) на 𝜐1(𝑥, 𝑦) и интегрируя полученное тождество по области 𝐷1, имеем тождество: 

−∬ 𝜐1𝑙1𝜐1𝑑𝑥𝑑𝑦 ≡𝐷1
∫ 𝑑𝑥 ∫ {𝜐1𝑥

2 − [𝑐1(𝑥, 𝑦) −
1

2
𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦)] 𝜐1

2}
ℎ

0

ℓ

0
𝑑𝑦 +

1

2
∫ 𝜐1

2(𝑥, ℎ)
ℎ

0
≡ 0. 

Отсюда, при выполнении условия (50), заключаем, что ∀(𝑥, 𝑦) ∈ �̄�1: 𝜐1(𝑥, 𝑦) ≡ 0. 

Теорема 3 доказана. 

Доказательство существования решения задачи (48), (49) устанавливается следующим 

образом. Введем новую функцию 𝑤(𝑥, 𝑦): 

 

𝜐1(𝑥, 𝑦) = 𝑤(𝑥, 𝑦) 𝑒𝑥𝑝 (−
1

2
∫ 𝑎1(𝜉, 𝑦)

𝑥

0

𝑑𝜉) 
(51) 
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Тогда уравнение (48) сводится к уравнению 

 

𝑤𝑥𝑥 − 𝑤𝑦 + �̃�1(𝑥, 𝑦)𝑤 = 0, (52) 

 

где с̃1(𝑥, 𝑦) = 𝑐1(𝑥, 𝑦) −
1

2
𝑎1𝑥(𝑥, 𝑦) −

1

4
𝑎1
2(𝑥, 𝑦) +

1

2
∫ 𝑎1𝑦(𝜉, 𝑦)𝑑𝜉
𝑥

0
. 

Краевые условия (49) преобразуется к виду: 

 

𝑤|𝑥=0 = �̄�1(𝑦), 𝑤|𝑥=ℓ = �̄�2
∗(𝑦),0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ,𝑤(𝑥, 0) = �̄�1(𝑥),0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ, (53) 

 

где �̄�2
∗(𝑦) = �̄�2(𝑦) 𝑒𝑥𝑝 (

1

2
∫ 𝑎1(𝜉, 𝑦)𝑑𝜉
ℓ

0
), �̄�1(𝑥) = 𝜇1(𝑥) 𝑒𝑥𝑝 (

1

2
∫ 𝑎1(𝜉, 0)𝑑𝜉
𝑥

0
). 

Используя для решения задачи (52), (53) функцию Грина первой краевой задачи для 

уравнения теплопроводности, имеем 

 

𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + ∫ 𝑑𝜂
𝑦

0

∫ 𝐾(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)
ℓ

0

𝑤(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉, 
(54) 

 

где 𝐾(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) = �̃�1(𝜉, 𝜂)𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂), 𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝐺𝜉(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)
𝑦

0
�̄�1(𝜂)𝑑𝜂 − 

−∫ 𝐺𝜉(𝑥, 𝑦; ℓ, 𝜂)
𝑦

0

�̄�2
∗(𝜂)𝑑𝜂 + ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)

ℓ

0

�̄�1(𝜉)𝑑𝜉, 

𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) =
1

2√𝜋(𝑦−𝜂)
∑ [𝑒𝑥𝑝 (−

(𝑥−𝜉+2𝑛ℓ)2

4(𝑦−𝜂)
)+∞

𝑛=+∞ − 𝑒𝑥𝑝 (−
(𝑥+𝜉+2𝑛ℓ)2

4(𝑦−𝜂)
)] −функция Грина 

[14]. 

Заметим, что для ядра уравнения (54) имеет место оценка 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ �̄�1 ∧ ∀(𝜉, 𝜂) ∈ �̄�1: |𝐾(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)| ≤
С

(𝑦 − 𝜂)
1
2

, 

где С  — положительная константа. Поэтому уравнение (54) является интегральным 

уравнением типа Фредгольма со слабой особенностью, она разрешима и имеет единственное 

решение, которое строится методом последовательных приближений [15]. 

6. Решение задачи 1 в области 𝑫𝟐 . Решение задачи 1 в области 𝑫𝟐  определим как 

решение задачи Гурса для уравнения (15), которое представимо в виде: 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜓1 (
𝑥 − 𝑦

2
) + 𝜓2 (

𝑥 + 𝑦 + ℓ

2
) − 𝜓1 (

ℓ

2
) + 

+
1

4
∫ 𝑑𝜉 ∫ 𝜐2

𝑥−𝑦

ℓ

(
𝜉 + 𝜂

2
,
𝜉 − 𝜂

2
)

𝑥+𝑦

0

𝑑𝜂. 

(55) 

 

Отсюда при 𝑦 = 0 имеем 
x x

1 2 1 2

0

x x 1
( x ) d , d .

2 2 2 4 2 2

   
      

         
          

       
 

 
Аналогичным образом, из (55) находим и 𝜈(𝑥) = 𝑢𝑦(𝑥, 0). 

7. Решение задачи 1 в области 𝑫𝟏 . Решение задачи 1 в области 𝐷1 определяется как 

решение первой краевой задачи для уравнения (13) с условиями 
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1 2(0, ) ( ), ( , ) ( ), 0 ,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),0 .y

u y y u y y y h

u x x u x x x

 

 

   

   
 

Решение этой задачи определяется методом разделения переменных [13]. 

Таким образом, имеет место 

Теорема 4. Если выполняются условия (2), (6), (11), (12), (46) и (50), тогда решение 

задачи 1 существует и единственно.  
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